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NORMA AKADEMIK :  
- Kegiatan pembelajaran sesuai Jadwal Resmi, toleransi keterlambatan 20 menit.  

- Aturan jumlah minimal presensi dalam pembelajaran tetap diberlakukan, termasuk aturan cara berpakaian atau bersepatu.  
 
NILAI AKHIR:  
Tugas/Kuis 15% 
UTS  40% 

UAS    45% 
Kelulusan berdasarkan Peraturan Akademik Unand 2009.  
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SEBARAN STATISTIK TATAAN 
 

AndaikanX1, X2, X3 merupakan contoh acak dari sebaran kontinu. Karena contoh 

acak diambil dari populasi asal yang mempunyai sebaran kontinu, maka peluang untuk 

memperoleh sedikitnya dua nilai yang sama adalah nol, yakni 

𝑃(𝑋1 = 𝑋2) = 𝑃(𝑋1 = 𝑋3) = 𝑃(𝑋2 = 𝑋3) = 𝑃(𝑋1 = 𝑋2 = 𝑋3) = 0. 

Kemudian ketiga peubah ini diurutkan dari kecil ke besar, misalkan dinotasikan dengan 

X(1), X(2), dan X(3).. Untuk lebih sederhana disimbolkan dengan peubah baru yaitu berturut-

turut Y1, Y2, dan Y3. Peubah yang diperoleh dengan cara demikian disebut dengan statistik 

tataan (order statistics). Sebagai contoh misalkan x1= 4, x2 = 5, x3 = 1. Maka y1= x(1) = 1, y2 

=x(2) = 4 dan y3 = x(3) = 5.  

 

 

 

 

 

𝑋 ~ 𝑓(𝑥) dalam selang (𝑎, 𝑏) 

𝐴 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑏} ∪ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥1 < 𝑥3 < 𝑥2

< 𝑏} ∪ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥2 < 𝑥1 < 𝑥3 < 𝑏} ∪ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥2 < 𝑥3

< 𝑥1 < 𝑏} ∪ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥3 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑏} ∪ {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥3

< 𝑥2 < 𝑥1 < 𝑏} 

 

(x1,x2,x3) (y1,y2,y3) 

 

 

A B 
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𝐴1 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑏} 

𝑥1 = 𝑦1 

𝑥2 = 𝑦2 

𝑥3 = 𝑦3 

𝐽1 = |
1 0 0
0 1 0
0 0 1

| = 1 

 

𝐴2 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥1 < 𝑥3 < 𝑥2 < 𝑏} 

𝑥1 = 𝑦1 

𝑥2 = 𝑦3 

𝑥3 = 𝑦2 

𝐽2 = |
1 0 0
0 0 1
0 1 0

| = −1 

 

𝐴3 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥2 < 𝑥1 < 𝑥3 < 𝑏} 

𝑥1 = 𝑦2 

𝑥2 = 𝑦1 

𝑥3 = 𝑦3 

𝐽3 = |
0 1 0
1 0 0
0 0 1

| = −1 

 

𝐴4 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑥1 < 𝑏} 

𝑥1 = 𝑦3 

𝑥2 = 𝑦1 

𝑥3 = 𝑦2 

𝐽4 = |
0 0 1
1 0 0
0 1 0

| = 1 
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𝐴5 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥3 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑏} 

𝑥1 = 𝑦2 

𝑥2 = 𝑦3 

𝑥3 = 𝑦1 

𝐽5 = |
0 1 0
0 0 1
1 0 0

| = 1 

 

𝐴6 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑎 < 𝑥3 < 𝑥2 < 𝑥1 < 𝑏} 

𝑥1 = 𝑦3 

𝑥2 = 𝑦2 

𝑥3 = 𝑦1 

𝐽6 = |
0 0 1
0 1 0
1 0 0

| = −1 

 

Sehingga |𝐽𝑖|=1, untuk 𝑖 = 1,2, ⋯ , 6. 

Fungsi kepekatan peluang bersama dari X1, X2, X3 adalah 

𝑓𝑋1,𝑋2,𝑋3
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∏ 𝑓(𝑥𝑖)

3
𝑖=1  untuk 𝑎 < 𝑥𝑖 < 𝑏, 𝑖 = 1, 2, 3 

Fungsi kepekatan peluang bersama dari Y1, Y2, Y3 adalah 

𝑔(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = ∑ ∏ 𝑓 (𝑤𝑖𝑗(𝒚))

3

𝑗=1

6

𝑖=1

|𝐽𝑖|

= 3! 𝑓(𝑦1)𝑓(𝑦2)𝑓(𝑦3) 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑎 < 𝑦1 < 𝑦2 < 𝑦3 < 𝑏 

Teorema. 

Bila X1, X2, , Xn adalah contoh acak dari sebaran kontinu dengan fungsi kepekatan 

peluang 𝑓(𝑥) dalam selang (𝑎, 𝑏) dan 𝑌1 = 𝑋(1), 𝑌2 = 𝑋(2),  , 𝑌𝑛 = 𝑋(𝑛), maka f.k.p 

bersama dari 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑛 adalah 

𝑔(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛) = {
𝑛! 𝑓(𝑦1)𝑓(𝑦2) ⋯ 𝑓(𝑦𝑛) , 𝑎 < 𝑦1 < 𝑦2 < ⋯ < 𝑦𝑛 < 𝑏,

 0 , 𝑠𝑒𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
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Contoh.  Andaikan X1, X2,,X20 adalah contoh acak dari sebaran 𝑓(𝑥) = 2𝑥,   0 < 𝑥 < 1 

nol selainnya. Dapatkan fungsi kepekatan peluang dari dan 𝑌1 = 𝑋(1), 𝑌2 = 𝑋(2),  , 

𝑌20 = 𝑋(20). 

Penyelesaian: 

Fungsi kepekatan peluang dari Y1, Y2,,Y20 adalah 

𝑔(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦20) = 20! 𝑓(𝑦1)𝑓(𝑦2) ⋯ 𝑓(𝑦20)

= 20! ∏(2𝑦𝑖)

20

𝑖=1

= 20! 220 ∏ 𝑦𝑖

20

𝑖=1

 

untuk 0 < 𝑦1 < 𝑦2 < ⋯ < 𝑦20 < 1. 

 Misalkan X1, X2,,Xn adalah contoh acak dari sebaran 𝑓(𝑥) dalam selang (𝑎, 𝑏) 

dan 𝑌1 = 𝑋(1), 𝑌2 = 𝑋(2),  , 𝑌𝑛 = 𝑋(𝑛). Bagaimana sebaran dari Y1? Bagaimana sebaran 

dari Yn? Bagaimana sebaran dari Yk? Bagaimana sebaran dari Yi, Yj? 

a) Sebaran dari Y1 

Fungsi kepekatan peluang dari Y1 dapat diturunkan dari mengintegralkan fungsi 

kepekatan peluang bersama dari Y1, Y2,,Yn terhadap peubah selain Y1. 

𝑔1(𝑦1) = ∫ ⋯ ∫ 𝑔(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛)𝑑𝑦2 … 𝑑𝑦𝑛

∞

−∞

∞

−∞

= ∫ ⋯ ∫ 𝑛! 𝑓(𝑦1)𝑓(𝑦2) ⋯ 𝑓(𝑦𝑛)𝑑𝑦𝑛 … 𝑑𝑦2

𝑏

𝑦𝑛−1

𝑏

𝑦1

=
𝑛!

(𝑛 − 1)!
[1 − 𝐹(𝑦1)]𝑛−1𝑓(𝑦1)

= 𝑛[1 − 𝐹(𝑦1)]𝑛−1𝑓(𝑦1) 

untuk 𝑎 < 𝑦1 < 𝑏 

 

b) Sebaran dari Yn 

Fungsi kepekatan peluang dari Yn dapat diturunkan dari mengintegralkan fungsi 

kepekatan peluang bersama dari Y1, Y2,,Yn terhadap peubah selain Yn. 
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𝑔𝑛(𝑦𝑛) = ∫ ⋯ ∫ 𝑔(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛)𝑑𝑦1 … 𝑑𝑦𝑛−1

∞

−∞

∞

−∞

= ∫ ⋯ ∫ 𝑛! 𝑓(𝑦1)𝑓(𝑦2) ⋯ 𝑓(𝑦𝑛)𝑑𝑦1 … 𝑑𝑦𝑛−1

𝑦2

𝑎

𝑦𝑛

𝑎

=
𝑛!

(𝑛 − 1)!
[𝐹(𝑦𝑛)]𝑛−1𝑓(𝑦𝑛)

= 𝑛[𝐹(𝑦𝑛)]𝑛−1𝑓(𝑦𝑛) 

untuk 𝑎 < 𝑦𝑛 < 𝑏 

 

c) Sebaran dari Yk 

Fungsi kepekatan peluang dari Yk dapat diturunkan dari mengintegralkan fungsi 

kepekatan peluang bersama dari Y1, Y2,,Yn terhadap peubah selain Yk. 

𝑔𝑘(𝑦𝑘) = ∫ ⋯ ∫ ∫ ⋯ ∫ 𝑔(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛)𝑑𝑦1 … 𝑑𝑦𝑘−1𝑑𝑦𝑘+1 … 𝑑𝑦𝑛

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

= ∫ ⋯ ∫ ∫ ⋯ ∫ 𝑛! 𝑓(𝑦1)𝑓(𝑦2) ⋯ 𝑓(𝑦𝑛)𝑑𝑦𝑛 … 𝑑𝑦𝑘+1𝑑𝑦1 … 𝑑𝑦𝑘−1

𝑏

𝑦𝑛−1

𝑏

𝑦𝑘

𝑦2

𝑎

𝑦𝑘

𝑎

=
𝑛!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
[𝐹(𝑦𝑘)]𝑘−1[1 − 𝐹(𝑦𝑘)]𝑛−𝑘𝑓(𝑦𝑘) 

untuk 𝑎 < 𝑦𝑘 < 𝑏 

 

d) Sebaran bersamadari Yi, Yj 

𝑔𝑖𝑗(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) = ∫ ⋯ ∫ ∫ ⋯ ∫ ∫ ⋯ ∫ 𝑔(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛)𝑑𝑦1 … 𝑑𝑦𝑖−1𝑑𝑦𝑖+1 … 𝑑𝑦𝑗−1𝑑𝑦𝑗+1 … 𝑑𝑦𝑛

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

= ∫ ⋯

𝑦𝑗

𝑦𝑖

∫ ∫ ⋯ ∫ ∫ ⋯ ∫ 𝑛! 𝑓(𝑦1)𝑓(𝑦2) ⋯ 𝑓(𝑦𝑛)𝑑𝑦𝑛 … 𝑑𝑦𝑗+1𝑑𝑦1 … 𝑑𝑦𝑖−1

𝑏

𝑦𝑛−1

𝑏

𝑦𝑗

𝑦2

𝑎

𝑦𝑖

𝑎

𝑦𝑗

𝑦𝑗−2

𝑑𝑦𝑗−1 … 𝑑𝑦𝑖+1

=
𝑛!

(𝑖 − 1)! (𝑗 − 𝑖 − 1)! (𝑛 − 𝑗)!
[𝐹(𝑦𝑖)]𝑖−1𝑓(𝑦𝑖)[𝐹(𝑦𝑗) − 𝐹(𝑦𝑖)]

𝑗−𝑖−1
[1 − 𝐹(𝑦𝑗)]

𝑛−𝑗

𝑓(𝑦𝑗) 

untuk 𝑎 < 𝑦𝑖 < 𝑦𝑗 < 𝑏 

 

Contoh.  Andaikan X1, X2,,X20 adalah contoh acak dari sebaran 𝑓(𝑥) = 2𝑥,   0 < 𝑥 < 1 

nol selainnya. Misalkan 𝑌1 = 𝑋(1), 𝑌2 = 𝑋(2),  , 𝑌20 = 𝑋(20). Dapatkan fungsi kepekatan 

peluang dari 

(a) statistik tataan ke-1, Y1 
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(b) statistik tataan ke-20, Y20 

(c) statistik tataan ke-10, Y10 

(d) statistik tataan ke-5 dan 15, Y5 dan Y15 

Penyelesaian: 

(a) Fungsi kepekatan peluang dari Y1adalah 

𝑔1(𝑦1) = 20(1 − 𝑦1
2)20−1(2𝑦1) = 40𝑦1(1 − 𝑦1

2)19 untuk 0 < 𝑦1 < 1 

(b) Fungsi kepekatan peluang dari Y20adalah 

𝑔20(𝑦20) = 20(𝑦20
2 )20−1(2𝑦20) = 40𝑦20

39 untuk 0 < 𝑦20 < 1 

(c) Fungsi kepekatan peluang dari Y10adalah 

𝑔10(𝑦10) =
20!

9!10!
(𝑦10

2 )9(1 − 𝑦10
2 )10(2𝑦10) = 3695120𝑦10

19(1 − 𝑦10
2 )10 untuk 0 <

𝑦10 < 1 

(d) Fungsi kepekatan peluang bersama dari Y5 dan Y15adalah 

𝑔5,15(𝑦5, 𝑦15) =
20!

4! 9! 5!
(𝑦5

2)4(2𝑦5)(𝑦15
2 − 𝑦5

2)9(2𝑦15)(1 − 𝑦15
2 )5

= 9311702400𝑦5
9𝑦15(𝑦15

2 − 𝑦5
2)9(1 − 𝑦15

2 )5 

untuk 0 < 𝑦5 < 𝑦15 < 1 

 

Untuk peubah acak diskrit dan kontinu, fungsi kepekatan peluang dari statistik 

tataan minimum atau maksimum dapat diturunkan langsung menggunakan teknik CDF. 

Untuk statistik tataan minimum 

𝐺1(𝑦1) = 𝑃(𝑌1 ≤ 𝑦1)

= 1 − 𝑃(𝑌1 > 𝑦1)

= 1 − 𝑃(𝑠𝑒𝑚𝑢𝑎 𝑋𝑖 > 𝑦1)

= 1 − [1 − 𝐹(𝑦1)]𝑛 

Untuk statistik tataan maksimum 

𝐺𝑛(𝑦𝑛) = 𝑃(𝑌𝑛 ≤ 𝑦𝑛)

= 𝑃(𝑠𝑒𝑚𝑢𝑎 𝑋𝑖 ≤ 𝑦𝑛)

= [𝐹(𝑦𝑛)]𝑛 

Teorema.Untuk suatu sampel acak berukuran n dari sebaran diskrit atau kontinu dengan 

CDF, F(x), CDF dari statistik tataan ke-kadalah 

𝐺𝑘(𝑦𝑘) = ∑ (
𝑛
𝑗 ) [𝐹(𝑦𝑘)]𝑗[1 − 𝐹(𝑦𝑘)]𝑛−𝑗

𝑛

𝑗=𝑘
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Soal-soal Latihan: 

1. Misalkan 
1X  dan 

2X  adalah sampel acak berukuran 2n dari suatu sebaran kontinu 

dengan fkp xxf 2)(   jika 10  x  dan nol selainnya. 

(a) Dapatkan fkp marjinal dari statistik tataan terkecil dan terbesar, 
1Y  dan 

2Y . 

(b) Dapatkan fkp bersama dari 
1Y  dan 

2Y . 

(c) Dapatkan fkp dari jangkauan (range) 
12 YYR  . 

 

2. Andaikan suatu sampel acak berukuran n diambil dari suatu sebaran dengan fkp 
2/1)( xxf   jika  x1  dan nol selainnya.  

(a) Berikan fkp bersama dari statistik tataan. 

(b) Berikan fkp dari statistik tataan terkecil, 
1Y . 

(c) Berikan fkp dari statistik tataan terbesar, nY . 

(d) Dapatkan fkp dari jangkauan, 1YYR n  , untuk 2n . 

(e) Berikan fkp dari median, 
rY , asumsikan bahwa n ganjil sehingga 2/)1(  nr . 

 

3. Pandanglah suatu sampel acak berukuran 5n  dari sebaran Pareto, )2,1(~ PARX i .  

(a) Berikan fkp bersama dari statistik tataan ke-2 dan ke-4, 
2Y  dan 

4Y . 

(b) Berikan fkp bersama dari tiga statistik tataan pertama, 
21, YY  dan 3Y . 

(c) Berikan fungsi sebaran (CDF) dari median, 3Y . 

 

4. Pandanglah suatu sampel acak berukuran n dari sebaran eksponen, )1(~ EXPX i . 

Berikan fkp dari: 

(a) Statistik tataan terkecil, 
1Y . 

(b) Statistik tataan terbesar, nY . 

(c) Jangkauan, 1YYR n  . 

(d) r statistik tataan pertama, 
rYY ,,1  . 

 

5. Suatu sistim disusun dari lima komponen yang saling bebas yang tersambung secara 

seri. 

(a) Jika fkp dari waktu gagal dari tiap komponen adalah sebaran eksponen, 

)1(~ EXPX i , maka berikan fkp dari waktu gagal dari sistim tersebut. 

(b) Ulangi (a), tetapi asumsikan bahwa komponen tersambung secara paralel. 

(c) Andaikan bahwa sistim tersebut gagal pada saat paling kurang tiga komponen 

gagal. Berikan fkp dari waktu gagal dari sistim tersebut. 

(d) Andaikan bahwa n komponen tidak terdistribusi identik, )(~ ii EXPX  . Berikan 

fkp dari waktu gagal dari sistim tersebut bila komponen tersambung secara seri. 

 

 



Diktat Statistika Matematika II  Sebaran Statistik Tataan 

8 
 

6. Pandanglah suatu sampel acak berukuran n dari sebaran geometrik, )(~ pGEOX i . 

Berikan fungsi sebaran (CDF) dari: 

(a) Statistiktataan minimum, 
1Y . 

(b) Statistiktataan ke-k, kY . 

(c) Statistik tataan maksimum, nY . 

(d) Dapatkan )1( 1 YP . 

 

 



PENGUJIAN HIPOTESIS 
 

 

 Pengujian hipotesis merupakan proses dalam menentukan kebenaran suatu anggapan 

tentang popolasi berdasarkan kenyataan (fakta) yang diperoleh melalui sampel.  

 

 Misalkan sebuah koin ingin diketahui apakah seimbang atau tidak. Bila tidak 

seimbang barangkali koin itu mempunyai peluang sisi angka 0,51. Hipotesis yang diuji dapat 

dituliskan sebagai dalam bentuk hipotesis sederhana berikut: 

H0 : p = 0,50 

H1 : p = 0,51 

Ruang parameter padalah Ω = {0.5, 0.51}.  Ω0 = {0.5} dan Ω − Ω0 = {0.51} 

Pada pengujian ini akan menghasilkan empat kemungkinan sebagai berikut: 

Keputusan 
Keadaan sebenarnya 

H0 benar H1 benar 

Terima H0 BENAR Salah Jenis II 

Tolak H0 Salah Jenis I BENAR 

 

 Terdapat dua jenis kesalahan yang mungkin terjadi, yaitu: Salah  Jenis I dan Salah 

Jenis II. 

𝑃(𝑆𝑎𝑙𝑎ℎ 𝐽𝑒𝑛𝑖𝑠 𝐼) = 𝛼 

yang disebut juga taraf nyata pada pengujian tersebut. 

𝑃(𝑆𝑎𝑙𝑎ℎ 𝐽𝑒𝑛𝑖𝑠 𝐼𝐼) = 𝛽 
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1 − 𝛽 disebut kuasa pengujian. 

 Misalkan kita ingin menguji hipotesis terhadap koin tersebut sebagai berikut: 

𝐻0 ∶ 𝑝 ≤ 0.5 

𝐻1 ∶ 𝑝 > 0.5 

Ruang parameter p adalah Ω = [0,1].  Ω0 = [0, 0.5] dan Ω − Ω0 = (0.5,1].  

 Untuk mengambil keputusan tolak atau terima (tidak tolak) 𝐻0 dilakukan penarikan 

sampel. Misalkan S adalah ruang sampel dan C adalah kumpulan semua titik sampel yang 

membuat kita memutuskan untuk menolak 𝐻0. 𝑆 − 𝐶 adalah daerah penerimaan. 

 

𝑃(𝑆𝑎𝑙𝑎ℎ 𝐽𝑒𝑛𝑖𝑠 𝐼) = 𝑃[(𝑋1, … , 𝑋𝑛)  ∈ 𝐶 | 𝐻0] 

𝑃(𝑆𝑎𝑙𝑎ℎ 𝐽𝑒𝑛𝑖𝑠 𝐼𝐼) = 𝑃[(𝑋1, … , 𝑋𝑛)  ∈ 𝑆 − 𝐶 | 𝐻1] 

Statistik cukup untuk p adalah 𝑝̂ =
∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
.  Dengan menggunakan Teorema Limit Pusat, 

𝑝̂ − 𝑝0

√
𝑝0(1−𝑝0)

𝑛

𝑠
→  𝑁(0,1) 

𝑛𝑝̂  ~ 𝐵𝐼𝑁(𝑛, 𝑝) 

Nilai tengah dan ragam sebaran 𝐵𝐼𝑁(𝑛, 𝑝) adalah 𝜇 = 𝑛𝑝 dan 𝜎2 = 𝑛𝑝(1 − 𝑝).  Sehingga 

𝑛𝑝̂ − 𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1 − 𝑝)
~̇ 𝑁(0,1) 

Misalkan 𝛼 = 0.01, sehingga 
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𝑃 (
𝑝−𝑝0

√
𝑝0(1−𝑝0)

𝑛

≥ 𝑧𝛼|𝐻0) = 0.01 

Dari tabel normal diperoleh 𝑧𝛼 = 2.326. 

Jadi, 

𝑝̂ − 0.5

√
1

4𝑛

≥ 2.326  

(2𝑝̂ − 1)√𝑛 ≥ 2.326 

(2𝑝̂ − 1) ≥
2.326

√𝑛
 

𝑝̂ ≥
1

2
+
1.163

√𝑛
 

Dengan demikian daerah kritis pengujian tersebut adalah 

𝐶 = {(𝑋1, … , 𝑋𝑛)|𝑝̂ ≥
1

2
+
1.163

√𝑛
} 

𝛽 = 𝑃 (𝑝̂ ≥
1

2
+
1.163

√𝑛
|𝐻1)

≈ 𝑃

(

 𝑍 <

1

2
+
1.163

√𝑛
− 0.51

√
1

4𝑛 )

 

= 𝑃 (𝑍 < (−0.01 +
1.163

√𝑛
) (2√𝑛))

= 𝑃(𝑍 < −0.02√𝑛 + 2.326) 

Agar 𝛽 = 0.05, dapat ditentukan ukuran sampel n sebagai berikut: 

𝑃(𝑍 < −1.645) = 𝑃(𝑍 < −0.02√𝑛 + 2.326) = 𝛽 = 0.05 

Sehingga 

−0.02√𝑛 + 2.326 = −1.645 

0.02√𝑛 = 3.971 

√𝑛 = 198.55 

𝑛 ≈ 39422 
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Catatan: 

1. Bila ukuran sampel diperbesar, maka  dan  menurun. 

2. Untuk n tetap, bila  turun, maka  naik dan bila  naik, maka  menurun. 

Contoh: 

Misalkan 𝑋1, … , 𝑋𝑛 adalah sampel acak dari sebaran 𝑁(𝜇, 𝜎2), dimana 𝜎2 diketahui. 

𝐻0 ∶ 𝜇 = 𝜇0 

𝐻1 ∶ 𝜇 > 𝜇0 

Statistik cukup 𝑋̅ terdistribusi menurut sebaran 𝑁(𝜇,
𝜎2

𝑛
).  Daerah kritis 𝐶 =

{(𝑋1, … , 𝑋𝑛)|𝑋̅ ≥ 𝑐} 

𝑃(𝑆𝑎𝑙𝑎ℎ 𝐽𝑒𝑛𝑖𝑠 𝐼) = 𝛼 

𝑃[(𝑋1, … , 𝑋𝑛)  ∈ 𝐶 | 𝐻0] = 𝛼 

𝑃 (𝑍 >
𝑐 − 𝜇0

𝜎/√𝑛
) = 𝛼 

Sehingga 

𝑐 − 𝜇0

𝜎/√𝑛
= 𝑧𝛼 

Jadi 

𝑐 = 𝜇0 + 𝑧𝛼
𝜎

√𝑛
 

Fungsi Kuasa 

Fungsi Kuasa adalah suatu fungsi yang nilainya merupakan peluang menolak 𝐻0 jika nilai 

parameter . 
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𝜋(𝜇) = 𝑃 (𝑋̅ ≥ 𝜇0 + 𝑧𝛼
𝜎

√𝑛
|𝜇) = 𝑃(𝑍 ≥

𝜇0 + 𝑧𝛼
𝜎

√𝑛
− 𝜇

𝜎/√𝑛
) 

𝜋(𝜇0) = 𝑃 (𝑍 ≥
𝜇0 + 𝑧𝛼

𝜎

√𝑛
− 𝜇0

𝜎/√𝑛
) = 𝑃(𝑍 ≥ 𝑧𝛼) = 𝛼 

 

Ω0 = {𝜇|𝜇 ≤ 𝜇0} 

Ω − Ω0 = {𝜇|𝜇 > 𝜇0} 

𝛼 = max
𝜇∈Ω0

𝜋(𝜇) = 𝑢𝑘𝑢𝑟𝑎𝑛 𝑑𝑎𝑒𝑟𝑎ℎ 𝑘𝑟𝑖𝑡𝑖𝑠 

Bila 𝑛 →∞, maka kurva fungsi kuasa menjadi sebagai berikut: 

 

Fungsi kuasa ini merupakan fungsi kuasa yang ideal karena peluang membuat kesalahan 

adalah nol. 

Fungsi Kritis 
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a) Untuk Uji Tak Teracak 

𝜑(𝒙) = {
1, 𝑥 ∈ 𝐶
0, 𝒙 ∉ 𝐶

 

b) Untuk Uji Teracak 

𝜑(𝒙) = {
1, 𝑥 𝑑𝑖 𝑏𝑎𝑔𝑖𝑎𝑛 𝑑𝑎𝑙𝑎𝑚 𝐶
𝛾, 𝑥 𝑑𝑖𝑏𝑎𝑡𝑎𝑠 𝐶
0, 𝒙 ∉ 𝐶

 

dimana 0 < 𝛾 < 1 

 

Fungsi Kuasa 

Dengan menggunakan fungsi kritis, fungsi kuasa dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝜋(𝜃) = 𝐸𝜃[𝜑(𝒙)] 

Ukuran pengujian (ukuran daerah kritis) adalah 

𝛼 = max
𝜃∈Ω0

𝜋(𝜃) 

Contoh: 

Misalkan 𝑋1, … , 𝑋10 merupakan sampel acak dari 𝐵𝐼𝑁(1, 𝑝). Tentukan fungsi kritis untuk 

pengujian hipotesis berikut pada taraf nyata 𝛼 = 0.05. 

𝐻0 ∶ 𝑝 = 0.2 

𝐻1 ∶ 𝑝 = 0.7 

Penyelesaian: 

𝑝̂ =
∑ 𝑋𝑖
10
𝑖=1

10
 

10𝑝̂ =∑𝑋𝑖

10

𝑖=1

~𝐵𝐼𝑁(10,𝑝) 

Berdasarkan penghitungan nilai peluang sebaran Binom tersebut, diperoleh keputusan : 

 Tolak 𝐻0 jika ∑ 𝑋𝑖
10
𝑖=1 ≥ 5 

 Tolak 𝐻0 dengan peluang  bila ∑ 𝑋𝑖
10
𝑖=1 = 4 

 Terima 𝐻0 jika ∑ 𝑋𝑖
10
𝑖=1 ≤ 3 

Keputusan tersebut dapat dituliskan menggunakan fungsi kritis sebagai berikut: 
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𝜑(𝒙) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 1, ∑𝑥𝑖

10

𝑖=1

≥ 5

𝛾, ∑𝑥𝑖

10

𝑖=1

= 4

0, ∑𝑥𝑖

10

𝑖=1

≤ 3

 

Karena taraf nyata pengujian adalah 𝛼 = 0.05,  dapat diperoleh sebagai berikut: 

𝛼 = 𝜋(0.2) = 𝐸0.2[𝜑(𝒙)] 

0.05 = 1. 𝑃(∑ 𝑥𝑖
10
𝑖=1 ≥ 5|𝑝 = 0.2) + 𝛾. 𝑃(∑ 𝑥𝑖

10
𝑖=1 = 4|𝑝 = 0.2) + 0. 𝑃(∑ 𝑥𝑖

10
𝑖=1 ≤ 3|𝑝 = 0.2) 

0.05 = 0.0328 +  0.0881𝛾 + 0 

𝛾 =
0.05 − 0.0328

0.0881
= 0.1952 

 

Sehingga fungsi kritis untuk pengujian hipotesis tersebut adalah: 

𝜑(𝒙) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 1, ∑𝑥𝑖

10

𝑖=1

≥ 5

0.1952, ∑𝑥𝑖

10

𝑖=1

= 4

0, ∑𝑥𝑖

10

𝑖=1

≤ 3

 

 

Uji Paling Kuasa 

Definisi: 

Suatu uji 𝐻0 ∶  𝜃 = 𝜃0 vs 𝐻1 ∶  𝜃 = 𝜃1 berdasarkan daerah kritis 𝐶∗ disebut uji paling kuasa 

berukuran  jika 

1. 𝜋𝐶∗(𝜃0) = 𝛼, dan 

2. 𝜋𝐶∗(𝜃1) ≥ 𝜋𝐶(𝜃1) untuk daerah kritis lain C berukuran  (𝜋𝐶(𝜃0) = 𝛼). 

 

𝐶∗ adalah daerah kritis paling kuasa. 
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Teorema (Lemma Neyman-Pearson) 

Misalkan 𝑋1, … , 𝑋𝑛~𝑓(𝒙; 𝜃), dan  

𝜆(𝒙; 𝜃0, 𝜃1) =
𝑓(𝒙; 𝜃0)

𝑓(𝒙; 𝜃1)
 

dan misalkan 𝐶∗ = {𝒙|𝜆(𝒙; 𝜃0, 𝜃1) ≤ 𝑘} dimana k adalah konstanta sehingga 

𝑃(𝒙 ∈ 𝐶∗|𝜃0) = 𝛼 

maka 𝐶∗ adalah daerah kritis paling kuasa berukuran 𝛼 untuk menguji 

𝐻0 ∶  𝜃 = 𝜃0 

𝐻1 ∶  𝜃 = 𝜃1 

 

Contoh: 

Misalkan 𝑋1, … , 𝑋𝑛 adalah sampel acak dari sebaran 𝑁(𝜇, 𝜎2), dimana 𝜎2 diketahui. 

𝐻0 ∶  𝜇 = 𝜇0 

𝐻1 ∶  𝜇 = 𝜇1 > 𝜇0 

𝜆(𝒙; 𝜇0, 𝜇1) =

1

(2𝜋)𝑛/2𝜎𝑛
𝑒
−

1

2𝜎2
∑ (𝑥𝑖−𝜇0)

2𝑛
𝑖=1

1

(2𝜋)𝑛/2𝜎𝑛
𝑒
−

1

2𝜎2
∑ (𝑥𝑖−𝜇1)

2𝑛
𝑖=1

= 𝑒𝑥𝑝 {−
1

2𝜎2
∑(𝑥𝑖 − 𝜇0)

2

𝑛

𝑖=1

−∑(𝑥𝑖 − 𝜇1)
2

𝑛

𝑖=1

}

= 𝑒𝑥𝑝 {−
𝑛

2𝜎2
[−2𝑥̅(𝜇0 − 𝜇1) + (𝜇0

2 − 𝜇1
2)]}

= 𝑒𝑥𝑝 {−
𝑛

2𝜎2
(𝜇0 − 𝜇1)[−2𝑥̅ + (𝜇0 + 𝜇1)]}

= 𝑒𝑥𝑝 {−
𝑛

2𝜎2
(𝜇1 − 𝜇0)(2𝑥̅ − 𝜇0 − 𝜇1)} 

𝜆(𝒙; 𝜇0, 𝜇1) ≤ 𝑘 

𝑒𝑥𝑝 {−
𝑛

2𝜎2
(𝜇1 − 𝜇0)(2𝑥̅ − 𝜇0 − 𝜇1)} ≤ 𝑘 

−
𝑛

2𝜎2
(𝜇1 − 𝜇0)(2𝑥̅ − 𝜇0 − 𝜇1) ≤ ln 𝑘 
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2𝑥̅ − 𝜇0 − 𝜇1 ≥ −
2(ln𝑘)𝜎2

𝑛(𝜇1 − 𝜇0)
 

𝑥̅ ≥
𝜇0 + 𝜇1
2

−
(ln 𝑘)𝜎2

𝑛(𝜇1 − 𝜇0)⏟              
𝑘∗

 

 

𝐶∗ = {𝒙|𝑥̅ ≥ 𝑘∗} 

 

𝑥̅ − 𝜇

𝜎/√𝑛
~𝑁(0,1) 

𝜋𝐶∗(𝜇0) = 𝛼  ⇒ 𝑃(𝑥̅ ≥ 𝑘
∗|𝜇0) = 𝛼 

𝑃

(

 𝑍 ≥
𝑘∗ − 𝜇

𝜎/√𝑛⏟  
𝑧𝛼 )

 = 𝛼 

𝑘∗ = 𝜇0 + 𝑧𝛼
𝜎

√𝑛
 

Sehingga 

𝐶∗ = {𝒙|𝑥̅ ≥ 𝜇0 + 𝑧𝛼
𝜎

√𝑛
} 

yang tidak tergantung pada 𝜇1.  Oleh karena itu 𝐶∗ adalah daerah kritis paling kuasa. 

 

Uji Paling Kuasa Seragam (UPKS) 

Definisi: 

𝑋1, … , 𝑋𝑛~𝑓(𝒙; 𝜃) dimana 𝜃 ∈ 𝛺 

𝐻0 ∶  𝜃 ∈ 𝛺0 

𝐻1 ∶  𝜃 ∈ 𝛺 − 𝛺0 

Suatu uji dengan daerah kritis 𝐶∗ berukuran  disebut Uji Paling Kuasa Seragam (UPKS), 

jika 

𝑚𝑎𝑥
𝜃∈𝛺0

𝜋𝐶∗(𝜃) = 𝛼 
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dan 

𝜋𝐶∗(𝜃) ≥ 𝜋𝐶(𝜃) 

untuk semua 𝜃 ∈ 𝛺 − 𝛺0 dan semua daerah kritis C berukuran . 

 

Contoh: 

Misalkan 𝑋1, … , 𝑋𝑛 adalah sampel acak dari sebaran 𝑁(𝜇, 𝜎2), dimana 𝜎2 diketahui. 

𝐻0 ∶  𝜇 = 𝜇0 

𝐻1 ∶  𝜇 = 𝜇1 > 𝜇0 

Telah ditunjukkan pada contoh sebelumnya bahwa daerah kritis  

𝐶∗ = {𝒙|𝑥̅ ≥ 𝜇0 + 𝑧𝛼
𝜎

√𝑛
} 

tidak tergantung pada 𝜇1. Maka uji hipotesis di atas disebut uji paling kuasa seragam. 

 

Teorema: 

Andaikan 𝑋1, … , 𝑋𝑛 mempunyai fkp bersama berbentuk 

𝑓(𝒙;  𝜃) = 𝑐(𝜃)ℎ(𝒙)𝑒𝑥𝑝[𝑞(𝜃)𝑡(𝒙)] 

dimana 𝑞(𝜃) adalah fungsi naik. 

1. Suatu uji paling kuasa seragam berukuran  untuk menguji 𝐻0 ∶  𝜃 ≤ 𝜃0 𝑣𝑠 𝐻1 ∶  𝜃 >

𝜃0 adalah tolak 𝐻0 bila 𝑡(𝒙) ≥ 𝑘, dimana 𝑃[𝑡(𝒙) ≥ 𝑘|𝜃0] = 𝛼. 

2. Suatu uji paling kuasa seragam berukuran  untuk menguji 𝐻0 ∶  𝜃 ≥ 𝜃0 𝑣𝑠 𝐻1 ∶  𝜃 <

𝜃0 adalah tolak 𝐻0 bila 𝑡(𝒙) ≤ 𝑘, dimana 𝑃[𝑡(𝒙) ≤ 𝑘|𝜃0] = 𝛼. 

 

 

Aplikasi dari teorema ini bila sampel acak  berasal dari sebaran yang termasuk  keluarga 

kelas eksponen, yaitu  

𝑓(𝑥;  𝜃) = 𝑐(𝜃)ℎ(𝑥)exp[𝑞(𝜃)𝑡(𝑥)] 

dengan𝑡(𝒙) = ∑𝑢(𝑥𝑖) dan 𝑞(𝜃) adalah fungsi yang menaik. 

 

P-value 
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P-value (Nilai-P) adalah nilai  terkecil dimana 𝐻0 dapat ditolak berdasarkan nilai statistik 

uji yang dihitung dari nilai-nilai pengamatan. 

Contoh: 

Misalkan 𝑋1, … , 𝑋𝑛 adalah sampel acak dari sebaran 𝑁(𝜇, 𝜎2), dimana 𝜎2 diketahui. 

Statistik uji: 

𝑧 =
𝑥̅ − 𝜇0

𝜎/√𝑛
 

Daerah kritis: 

𝑧 > 𝑧𝛼 

Andaikan diperoleh nilai statistik uji berdasarkan nilai-nilai pengamatan 𝑧ℎ𝑖𝑡 = 2.00. Maka 

nilai-p  (p-value) dapat dihitung sebagai berikut: 

𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 𝑃(𝑍 ≥ 𝑧ℎ𝑖𝑡) = 𝑃(𝑍 ≥ 2.00) = 0.0228 

 

Soal-soal Latihan: 

1. Andaikan 𝑋1, … , 𝑋16 adalah sampel acak dari sebaran 𝑁(𝜇, 1), dan kita ingin menguji  

𝐻0 ∶  𝜇 = 20pada taraf nyata 𝛼 = 0.05, berdasarkan rata-rata sampel 𝑋̅. 

(a) Tentukan daerah kritis dalam bentuk 𝐴 = {𝑥̅|−∞ < 𝑥̅ ≤ 𝑎} dan 𝐵 =

{𝑥̅|𝑏 ≤ 𝑥̅ < ∞}. 

(b) Dapatkan peluang Salah Jenis II, 𝛽 = 𝑃(𝑆𝑎𝑙𝑎ℎ 𝐽𝑒𝑛𝑖𝑠 𝐼𝐼), untuk setiap daerah 

kritis pada jawaban (a) bila 𝐻1 ∶  𝜇 = 21.  Daerah kritis yang mana yang tidak 

logis? 

(c) Ulangi soal (b) bila 𝐻1 ∶  𝜇 = 19. 

(d) Berapa taraf nyata untuk suatu uji dengan daerah kritis 𝐴 ∪ 𝐵? 

(e) Berapa 𝛽 = 𝑃(𝑆𝑎𝑙𝑎ℎ 𝐽𝑒𝑛𝑖𝑠 𝐼𝐼) untuk suatu uji dengan daerah kritis 𝐴 ∪ 𝐵 jika 

|𝜇 − 20| = 1? 

 

2. Misalkan 𝑋1, … , 𝑋𝑛 adalah sampel acak dari 𝐸𝑋𝑃(1, 𝜂) (yaitu 𝑓(𝑥) =

𝑒−(𝑥−𝜂), jika 𝑥 > 𝜂 dan nol selainnya). Suatu uji untuk menguji hipotesis 𝐻0 ∶  𝜂 ≤ 𝜂0 

vs 𝐻1 ∶  𝜂 > 𝜂0 dilakukan berdasarkan statistik tataan ke-1, 𝑋(1). 

(a) Dapatkan daerah kritis berukuran yang berbentuk {𝑥(1) ≥ 𝑐}. 

(b) Turunkan fungsi kuasa untuk pengujian (a). 

(c) Turunkan rumus untuk menentukan ukuran sampel n untuk suatu uji berukuran  

dengan 𝛽 = 𝑃(𝑆𝑎𝑙𝑎ℎ 𝐽𝑒𝑛𝑖𝑠 𝐼𝐼) jika 𝜂 = 𝜂1. 
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3. Sebuah koin dilemparkan 20 kali dan 𝑥 = 6 sisi angka teramati. Misalkan 𝑝 =

𝑃(𝑎𝑛𝑔𝑘𝑎). Suatu uji untuk menguji 𝐻0 ∶  𝑝 ≥ 0.5 vs 𝐻1 ∶  𝑝 < 0.5 dengan ukuran 

paling besar 0.10 diinginkan. 

(a) Berapa kuasa uji bila 𝛼 = 0.0577untuk alternatif 𝑝 = 0.2? 

(b) Berapa p-value untuk pengujian hipotesis tersebut? 

 

4. Misalkan 𝑋1, … , 𝑋𝑛 adalah sampel acak dari 𝑁(𝜇, 1). 

(a) Dapatkan uji paling kuasa untuk menguji 𝐻0 ∶  𝜇 = 𝜇0vs 𝐻1 ∶  𝜇 < 𝜇0. 

(b) Dapatkan uji paling kuasa untuk menguji 𝐻0 ∶  𝜇 = 𝜇0vs 𝐻1 ∶  𝜇 > 𝜇0. 

(c) Tunjukkan bahwa tidak ada uji paling kuasa untuk menguji 𝐻0 ∶  𝜇 = 𝜇0vs 𝐻1 ∶

 𝜇 ≠ 𝜇0. 

 

5. Misalkan 𝑋1, … , 𝑋𝑛 adalah sampel acak dari 𝑊𝐸𝐼(𝜃, 2). Turunkanlah uji paling kuasa 

seragam untuk menguji 𝐻0 ∶  𝜃 ≥ 𝜃0 vs 𝐻1 ∶  𝜃 < 𝜃0. 
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