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Abstrak. Persamaail diferensial Bessel merupakan salah satu bentuk persamaan
diferensial biasa orde dua dengan koefisienn5,a berupa variebel. Untuk mendapatkan sclusi
dari persamaan diferensial tersebut, ban5.nk cara ,yang bisa dipilih seperti dengan
menggunakan ekspaflsi deret Lauren! transformasi Laplace. deret pangkat" Can rnetoOe
Frobenius, Daiam hal ini, solusi dari persamaan diferensial tersebut lebih mudah
ditentukan dengan menggunakan menggunakan metode Frobenius. Oleh karena itu, dalam
hrlisan ini dikaji bagaimana menentukan solusi persamaan diferensial Bessel dengan
meaggunakan metode Frobenius. Dari hasil penelitian ini diperoleh fungsi Bessel jJnis
pertama dan jenis kedua. Ftrngsi Bessel ini banrak diterapkan pada bidang fisika seperti
dalam masalah gelombang eiektromagnetik, konduksi panas, dan getaran.

Kata Kunci: Persamaal Difrensiar Bessel, Fungsi Bessel. Metode Frobenius

T. PENDAHULUAN

Persamaan diferensial Bessel muncul ketika menyelesaikan persam;Ian diferensial parsial
yang melibatkan kordinat polar dan silinder. Persamaan tersebut p".tr*u kali didefinisikan oleh
seorimg matematikawan Daniel Bernoulli pada tahun 1732 datam penelitiannya mengenar
masalah rantai gantung (hanging chain problem). Kemudian persarnaan serupa muncul pada
tahun 1732 dalam kerja Lagrange yang berkaitan dengan masalah astronomi. Ketika sedang
nrelakukan penyelidikan mengenai masalah gerak planet etiptik (etliptic pkmerary motion) padz
tahun 1824, seorang ahli astronomi Jerman yaitu FriedrichWilhelm Bessel menemukafl berrtuk
khusus persafiBan diferensial yang dinamakan persamaan diferensial Bessel.

2. PERSAMAAN DIFERENSIAL BNSSEL

Persamaan diferensial Bessel berorde zl > 0dapat dinyatakan sebagai berikut:
,d'v dv r: .\x- -._ +n.'+tr=_n.)y=0 (ttdr' th \

Persamaan ini merupakan persamaan diferensial biasa orde dua yang memiliki titik singular
beraturan (regular .tingular poinf) di x:0. Solusi dari persamaan Aifo*rl"t ini adalah slraEu
fungsi yang memenuhi persamaan diferensial tersebut. Karena persamaan diferensial berorde
dua- maka diperoleh dua soluqi yang saling bebas linier. Solusi umum il) dapat dberikan oleh

y = crJ,(x)+ 
"rJ _,{x) 

-e)

dimana c, dan c2suatu konstanta sebarang dan r bukan bilangan bulat. J,(x) yang
marpunyai limit berhingEla untuk x mendekati nol dinamakan fungsi Be.sse! .jenis pertama
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trerorde n, sedanghan J-,,(x) yang tidak mempunyai limit berhingga untuk x mendekati ncl
dinamakan fu ngsi B esse I .j eni s kedua ber ar de n.

3. METODE FROBENIUS

Metode Frobenius {dinamakan demikian setelah ditemukan oleh Ferdinand Georg Frobenius}
adalah suatu cara mencari solusi deret tak hingga untuk persamaan diferensial orde 2 dala1y,
bentuk berikut:

. d'1, , ,du /,'",-;*p(x)Y+q(x)v=O
CIX AX

(3)

yang memrliki titik singular regular di x = ru . Dalam

bentuk solusi deret pangkat yang diperluas. Metode ini
solusi berbetuk deret pangkat yaitu

y(r)= Znu*n*' (4)

dimana ar+Adan dengan mencari turunan peltama dan keduanya dari persamaan (4) yang
kernudian disubstitusikan ke (3) setelah itu kelompokkan koefisien-koefisianrya berdasarkan
pangkat untuk memperoleh rumus rekursif unbk suku ke- c* dan nyatakan ekspansi deret
tersebut dalam bentuk au. Dengan menyamakan suku cu dengan noi diperoleh persamnan
karakteristiknya (persamaan indiciat) sehingga dapat dicari akar persamaan karakteristiknya
yaitu r. Perlu diperhatikan bahwa dalam menentukan akar tersebut hanya fbkus pada koefisien
dari pangkat terendah x.

4. SOLUSI PERSAMAAN DIF'ERENSIAL BESSEL

Untuk menentukan solusi dari persarnaan diferensial Bessel (1) disini digunakan metode
Frobenius. Dalam hal ini, dapat ditunjukkan dengan mudah bahwa persarnaan tersebut
mempunyai titik singular beraturan dix:0. Berdasarkan metode Frobenius" maka solusinya
berbentuk (4). Kemudian dapat ditentukan turunan pertamanya yaitu

.r,'(-r) = I (f * r)anak*''-t
t=0

dan turunan keduanya yaitu

l'{x)= i{u* r -t){t; + r)a,xr*,' r. (6)
,t=0

selaryutnya dengan mensubstitusikan persamaan (4), (5)" dan (6) ke {l) diperoleh

r'i{t + r -t){k + r)auxn*''' +

ri(u +r)arxr*'-' *("'- n')ior"r*' :o
atlJoapat ditulis 

t=o

_t_ .

I(r + r -r)tk + r)arxh*' + I(& + rlaoxk*,
f=0 &=0

+ia u-,xn'' * n'inrt**' = o
1:=2 k:a

hal ini, metode Frobenius merupaka*

menyatakan bahwa dapat ditentukan

(5)

--t-ta
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dimana pada suku ketiga indeks sigma diubah menjadi fr : 2 sehingga setiap deret tersebut
dinyatakan dalam benlukxr=' Selanjutnya dengan man;abarkan suku-suku yang terkait dengan
*: 0 dan /r: I secara terpisah, maka didapatkan

oo!'-n')x'' +ory{r+l)'z -n2lx'*t +
-l-t\
Io- (t(,t+ r)' - n'f+ ao.rJ*o*' = g
k=1

dan dengan menyamakan koefisien deret tersebut dengan nol" maka diperoleh
(7) aut'' - nt J= 0 untuk k = 0

{s} a,[{r+l)t - rt}=0 untuk t=1
ts) ou (t(r + r)' - ,r'1+ o u-r):O untuk fr > 2

Dari (7), karena ao * 0, maka diperoleh persamaan karakteristik

{, + n)(r - n)=o {10)
dengan akar-akar persanuurn karakteristikny a y = ndan r = -n .

4.1, Fungsi Bessel Jenis Pertama

Untuk r' = n pada persamaan (9) diperoleh suatu hubungan rekursif
*l

(!, =*u c,-, untuk k>2. tll)" klk+2n)'
Persamaan (11) ini merupakan relasi rekursifdua langkah sehrngga suku-suku berindeks genap
dan ganjil ditentukan secara terpisah. Terlebih dahulu untuk suku berindeks ganjil dengan /.: r!,
persamaan (8) dapat ditulis menjadi

a,f{n+l)'-n'1=0
yang mengakibatkan frt=0 (ingat bahwa pada persamaan (1) ) danluga aj=e_, =...=S.
Kemudian untuk lebih menemukan pola pada suku berideks genap, relasi rekursif dengan k :2i
ditulis kembali sebagai berikut:

-1A", : --:--, --, Ar1r_,, UntUk i ) 1. (12)"' 2'ili+n)'
Dari persamaan (12) diperoleh

I
-l{l-:-Q.,' 2' (t+n)'

-1 -1
- i = ---:--;-------- u- = ---:---:-------- Lr.+ 

22 2(2+ n) ' zo zt(t + n)(z+ ,)--"

-1 *1
as : y 3{3 a 11)', 

: 
6ood* 

seterusnya' Selanjutnya dengan

mensubstitusikan semua koefisien yang surlah diperoleh tersebut ke (a), maka diperoleh satu
solusi persamaan diferersiai Bessel yaitu

.u{x)= urLWjt'2F*'untuk ar_ +O sebarang

{t 3)
Solusi ini dapat dinyatakan dalam bentuk fungsi gamma dengan memilih

g

-at-tr
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I
ll^=-"u 2'f(r + 1)

dan menyederhanakan suku-suku pada deret terseo-ut dengan meaggunakan sifat dasar fungsi
gamma yaitu

f(rz+1)= trf(r,)
sellngga

r{t *,)(t + 
"){2.+ni.{r 

+ u)] :r(z + 
',)(z 

+ o}..(r + n)]
:r(3 + r)[...{r + 

")]:...:f(tr+ n+l)"
Ssteiah penyederhanaan im, dari persamaan (13) diperoleh solusi pertama dari persarnaan

diferensial Bessel yaitu fungsi Bessel jenis pertama trerorde n, yeng dinotasikan dengan J,, (x)
yang dapat ditulis sebagai berikut

J .Gl =t !- r)- , [r )'u-" , 
'u,

n\ / 
?o klflk +n+l)\2j

atau dapat ditulis

r,,(x\=i , ,!- 
t)* .,1{l'*"" (rs)-'\ / ftkl(k+n)t\z)

dimanaf(f +u+i)= (t +")t.

4.2. Fungsi Bessel Jenis Kedua

Untuk r - -rdengan carayang analog dengan cara menentukan solusi pertama dari persamaan

diferensial Bessel, maka drperoleh solusi keduanya yaitu

r {r): i {-')- fll" (16)
?- klrlk-n+l)(2/

=(-r)U,{")
dimana /-" (") drsebut fungsi Bessel jenis kedua berorde n.

5. Kesimpulan

Persamaan diferensial Bessel merupakan persanuum diferensial orde dua yang
koefisiennya berupa variabel. Untuk mendapatkan solusi dari persamaan deferensial ini lebih
rnudah digunakan metode Frobenius dimanass solusinya berbentuk deret pangkat yang dipeduas.
Solusi umum dari persamaan diferensial tersebut disebut fungsi Bessel -ienis pertama dan kedua
yang banyak diterapkan dalam bidang fisika.
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