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Abstrak. Manifold Riemannian merupakan manifold smooth yang dilengkapi dengan
metrik Riemannian. Metrik Riemannian pada suatu manifold smooth M adalah hasilkali
dalam yang bersifat simetri, bilinier, dan definit positif pada setiap ruang singgung
Tp M. Salah satu hal yang menarik dari manifold Riemannian adalah bahwa sebarang
manifold Riemannian dapat ditinjau sebagai suatu ruang metrik dengan fungsi jarak
yang didefinisikan pada manifold Riemannian. Pada penelitian ini, akan dikaji metrik
Riemannian dan sifat-sifat fungsi jarak pada manifold Riemannian.

Kata Kunci: Manifold smooth, metrik Riemannian, manifold Riemannian, ruang metrik

1. PENDAHULUAN

Manifold Riemannian merupakan manifold smooth yang dilengkapi dengan suatu
metrik Riemannian. Manifold adalah suatu ruang topologi yang secara lokal terlihat
seperti ruang Fuclidean. Persyaratan pertama untuk mentransfer ide dari kalkulus
ke manifold adalah gagasan ” smoothness” [5]. Dalam beberapa buku, istilah fungsi
smooth adalah fungsi yang dapat diturunkan berkali-kali dinotasikan sebagai C'*°
[6]. Salah satu gagasan yang diperlukan untuk memperluas pemahaman tentang
penerapan manifold pada ruang R™ yang melibatkan kalkulus yaitu ide tentang ma-
nifold smooth. Metrik Riemannian pada dasarnya merupakan suatu hasilkali dalam
pada setiap ruang singgung. Setiap manifold smooth memiliki metrik Riemannian.
Pemilihan metrik Riemannian memungkinkan untuk mendefinisikan suatu konsep
panjang dan jarak pada manifold smooth. Pada penelitian ini akan dikaji metrik
Riemannian dan manifold Riemannian, serta dan sifat-sifat fungsi jarak pada ma-
nifold Riemannian [2].

2. LANDASAN TEORI

2.1. Ruang Hasilkali Dalam

Definisi 2.1. [1] Suatu hasilkali dalam pada sebuah ruang vektor riil V adalah
sebuah fungsi yang mengaitkan sepasang vektor u dan v di 'V dengan bilangan riil

(u,v) sedemikian sehingga untuk setiap u,v dan w di dalam V dan untuk semua
skalar k memenuhi sifat :
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(1) (u,v) = (v,u)

(2) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)

(8) (ku,v) = k(u,v)

(4) (v,v) >0 dan (v,v) = 0 jika dan hanya jika v = 0.

Ruang (V, (-,-)) disebut ruang hasilkali dalam riil.

Contoh 2.2. Ruang vektor R™ merupakan ruang hasilkali dalam dengan hasilkali
dalam standar pada R™ didefinisikan oleh

(x,y) = syt + 2% + 233 + -+ 2y (2.1)

untuk setiap x,y € R".

2.2. Ruang Norm

Definisi 2.3. [5] Misalkan V suatu ruang vektor riil. Suatu norm pada V adalah
suatu fungsi ||-||: V — R yang memenuhi sifat :

(1) ||z||> 0 untuk semua x € V dan ||z||= 0 jika dan hanya jika =0
(2) |lazx||= |a|llz| untuk semua o € R dan x € V
(3) |z +yl|< ||z||+]yl| untuk semua x,y € V .

Pasangan (V, ||-||) disebut ruang bernorm.

Contoh 2.4. Ruang vektor R™ merupakan suatu ruang norm dengan norm dari
n

suatu vektor z € R didefinisikan oleh [|lz]|= (327, (%)) dan disebut norm Fu-
clidean.

2.3. Ruang Metrik

Definisi 2.5. [4] Misalkan X suatu himpunan tok kosong. Suatu metrik pada X
adalah suatu fungsi d : X x X — R yang mempunyai sifat sebagai berikut :

(1) d(z,y) > 0, untuk setiap x,y € X dan d(z,y) = 0 jika dan hanya jika x =y
(2) d(z,y) = d(y, z), untuk setiap x,y € X
(3) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z), untuk setiap x,y,z € X.

Pasangan (X, d) disebut ruang metrik dimana X adalah himpunan tak kosong dan
d adalah metrik pada X.

Contoh 2.6. Fungsi d yang didefinisikan oleh
. R
d(z,y) = llz —yll= (Zis (@' —y)?)*
dimana z,y € R™ merupakan suatu metrik pada R™ dan disebut metrik Fuclidean.

Definisi 2.7. [5] Misalkan (X, d) suatu ruang metrik, x € X dan r suatu bilangan
riil tak negatif. Suatu bola buka dengan pusat x dan jari-jari r adalah

B(z,r) ={y € X : d(z,y) < r}. (2.2)



142  Riri Alfakhriati dkk.

Suatu bola tutup dengan pusat x dan jari-jari r adalah

B(z,r)={y € X : d(z,y) <r}. (2.3)
Definisi 2.8. [5] Suatu himpunan bagian U dari ruang metrik X dikatakan buka
pada X jika untuk setiap p € U terdapat bola buka B(p,r) dengan pusat p dan
jari-jari v sedemikian sehingga berlaku B(p,r) C U.

2.4. Ruang Topologi

Definisi 2.9. [4] Suatu topologi pada himpunan X adalah suatu koleksi T dari
himpunan-himpunan bagian dari X yang memenuhi:

(1) QT dan X € T

(2) Jika Uy, Us,...,U, elemen dari T, maka irisan dari UyNUxN...NU,, juga elemen
dari T .

(3) Jika (Uy)aca dengan A adalah himpunan indeks, sebarang koleksi dari elemen
T maka J,ca(Ua) (berhingga atau tak hingga) adalah elemen dari T .

Suatu pasangan (X, T ) yang terdiri dari suatu himpunan X dan suatu topologi T
pada X disebut ruang topologi.

Contoh 2.10. Koleksi dari himpunan-himpunan bagian buka dari R™ adalah suatu
topologi pada R™ yang disebut topologi standar dari R™.

Definisi 2.11. [4] Misalkan M dan N suatu ruang topologi, maka f : M — N
dikatakan homeomorfisma jika f pemetaan yang bijektif sedemikian sehingga f dan
f~ kontinu. Jika ada suatu homeomorfisma antara ruang topologi M dan N, maka
dapat dikatakan bahwa M dan N adalah homeomorfik.

Definisi 2.12. [4] Suatu ruang topologi M dikatakan Euclidean lokal berdimensi n
apabila untuk setiap x € M terdapat lingkungan U dari x dengan U C M yang
homeomorfisma terhadap suatu himpunan bagian buka dari R™.

Definisi 2.13. [4] Suatu ruang topologi (X, T) dikatakan ruang Hausdorff jika un-
tuk setiap x,y € X dengan x # y terdapat lingkungan U dari x dan 'V dariy yang
memenuhi UNV = (.

Contoh 2.14. Ruang metrik (R", d) dengan d didefinisikan pada Contoh 2.6 adalah
ruang Hausdorff.

Definisi 2.15. [/] Misalkan (X, T) ruang topologi. Suatu koleksi B dari himpunan-
himpunan bagian buka dari X disebut basis untuk topologi T jika untuk setiap him-
punan bagian buka U dari X dan titik p di U, maka terdapat suatu himpunan buka
B € B sedemikian sehingga p € B C U. Hal ini juga dapat disebut B membangun
topologi T atau B adalah suatu basis untuk ruang topologi X .

Definisi 2.16. [5] Suatu ruang topologi X dikatakan second countable jika terdapat
suatu countable basis pada topologi X .

Contoh 2.17. Ruang Fuclidean R™ adalah second countable.



Sifat-Sifat Fungsi Jarak pada Manifold Riemannian 143

2.5. Manifold Smooth

Definisi 2.18. [5] Misalkan M suatu ruang topologi. M dikatakan manifold topologi
berdimensi n atau n-manifold topologi apabila memenuhi

(1) M adalah ruang Hausdorff

(2) M adalah second countable

(8) M adalah Euclidean lokal berdimensi n, yaitu setiap titik di M memiliki lingkun-
gan yang homeomorfik ke suatu sub himpunan buka di R™.

Contoh 2.19. Ruang Euclidean R™ adalah suatu n-manifold topologi.

Definisi 2.20. [5] Misalkan U dan V adalah himpunan-himpunan bagian buka dari
ruang FEuclidean R™ dan R™ secara berturut-turut. Suatu fungsi F : U — V
dikatakan smooth (atau C™ atau terdeferensial secara tak berhingga) jika un-
tuk setiap komponen fungsinya memiliki turunan parsial kontinu dari semua orde
(tingkat). Jika F bijektif serta F dan F~1 smooth, maka F disebut diffeomorfisma.
Jika ada suatu diffeomorfisma antara U dan V, maka dapat dikatakan bahwa U dan
V adalah difeomorfik.

Suatu chart pada manifold topologi M adalah suatu pasangan (U, ) dimana
U adalah himpunan bagian buka dari M dan ¢ : U — U adalah suatu home-
omorfisma dengan U = ¢(U) C R™. Untuk setiap titik p € U, komponen fungsi
(xt,--- ,2™) dari ¢ yang didefinisikan (p) = (z'(p),--- ,2"(p)) dikatakan koordi-
nat lokal atau koordinat lingkungan pada U. Jika (U, ¢), (V,¢) adalah dua chart
yang memenuhi U NV # (), fungsi komposisi 1o =1 : o(U NV) — (U NV)
dikatakan pemetaan transisi dari ¢ ke ¥. ua chart (U, ), (V, ¢) dikatakan smoothly
compatible jika U NV = () atau pemetaan transisi 1 o ¢!
fisma. [5]

adalah suatu difeomor-

Definisi 2.21. [5] Misalkan M suatu manifold topologi. Suatu atlas pada M adalah
suatu koleksi chart yang domain dari atlas menyelimuti M. Suatu atlas A dikatakan
atlas smooth jika dua chart di A adalah smoothly compatible satu sama lain. Suatu
struktur smooth pada M adalah maksimal dari atlas smooth .

Definisi 2.22. [5] Suatu manifold smooth adalah pasangan (M,A), dimana M
adalah suatu manifold topologi dan A adalah struktur smooth pada M.

Contoh 2.23. Ruang Euclidean R"™ adalah manifold smooth berdimensi n de-
ngan struktur smooth yang ditentukan oleh atlas A yang terdiri dari chart tunggal
(R™, idgn).

Definisi 2.24. [5] Misalkan M adalah manifold smooth dan p € M. Suatu
pemetaan linier v : C°(M) — R disebut turunan pada p jika memenuhi

v(fg) = f(p)vg + g(p)vg (2.4)

untuk semua f,g € C*°(M).
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Himpunan dari semua turunan dari dari pemetaan v pada p disebut ruang
singgung pada M di titik p yang dinotasikan T,M. Anggota dari T,M disebut
disebut vektor singgung pada p yang dapat ditulis sebagai

szv Oz’

i=1

(2.5)

p

Vektor % dikatakan vektor koordinat pada p yang berkaitan dengan sistem ko-

»
ordinat. Vektor koordinat (32, - , 52 ) membentuk suatu basis untuk 7, M [5].

? Oxn

Definisi 2.25. [6] Pemetaan v : (a,b) — R"™ disebut kurva di R™ yang dapat
ditulis sebagai

() = (), () (2.6)
dengan masing-masing v* fungsi bernilai riil dan t € (a,b). Jika masing-masing *

terdeferensial, maka kurva v disebut kurva smooth.

Definisi 2.26. [5] Misalkan M suatu manifold smooth. Suatu kurva di M adalah
pemetaan kontinu vy : J — M dimana J adalah suatu interval dan J C R.

Misalkan M suatu manifold smooth. Jika v : J — M adalah suatu kurva
smooth, maka untuk setiap ¢ € J vektor laju dari v pada ¢ dinotasikan ' (t) adalah
vektor di T’ ;) M. Vektor laju dari v pada to € J dapat ditulis:

A (t0) = 2 (t0) (27

dimana 2 adalah suatu basis koordinat standar di T},R. [5]

Definisi 2.27. [5] Misalkan diberikan suatu reparameterisasi ¥ = o ¢ dari bagian
kurva smooth ~y : [a,b] — M dimana ¢ : [¢,d] — [a,b] suatu diffeomorfisma,
maka

7 (@) =7 (e®)e (1) (2.8)

3. PEMBAHASAN
3.1. Metrik Fuclidean pada R™

Definisi 3.1. [6] Suatu pemetaan ¢ : R" — R™ dikatakan isometri jika untuk
setiap x,y € R™, berlaku :

le(x) = @)l = llz =yl (3.1)

Definisi 3.2. [6] Suatu pemetaan linier ¢ : R" — R" dikatakan ortogonal jika
untuk setiap x,y € R™ berlaku :

(p(@), o)) = (2,9). (3.2)

Proposisi 3.3. Sebarang pemetaan ortogonal adalah isometri.
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Bukti. Misalkan ¢ : R™ — R" suatu pemetaan ortogonal. Ambil z,y € R"
sebarang. Perhatikan bahwa
le(z) — o)l = V(@) — ), (¢(z) — ©(¥)))
= V{p(@), p(@)) —2({e (), e(W))) + (¢(), ()
= /(z,2) = 2((z,9)) + (y,9) = = —yl|.
Terbukti bahwa sebarang pemetaan ortogonal adalah isometri. O

3.2. Metrik Riemannian

Definisi 3.4. [2] Suatu metrik Riemannian pada manifold smooth M adalah kores-
pondensi yang mengaitkan setiap titik p € M dengan hasilkali dalam (yang simetri,
bilinier, dan definit positif) pada ruang singgung T,M. Manifold smooth M yang
dilengkapi dengan metrik Riemannian disebut manifold Riemannian.

Misalkan g adalah suatu metrik Riemannian pada M maka untuk setiap p € M,
gp adalah suatu hasilkali dalam pada setiap ruang singgung 7, M dan (M, g) adalah
suatu manifold Riemannian. Misalkan v,w € T,M dimana v = (v!,--- ,0™) dan

w = (w', - ,w"), maka metrik Riemannian dapat ditulis

gp(v,w) = Z gz‘j(P)inj (3:3)
i,j=1

dimana g¢;;(p) = 8% , %). Suatu norm pada suatu ruang singgung 7, M didefinisi-

kan oleh

[0l = \/gp(v,) (3-4)
dimana v € T,M. [3]

Contoh 3.5. [2] Suatu manifold smooth R™ adalah suatu manifold Riemannian
dengan metrik Riemannian g yang didefinisikan

n n

gp(v,w) = Z Siv'w! = Z viw! = (v, w)
i,j=1 i,j=1

untuk setiap vektor v,w € T,R", dengan g¢;; = J;; = (e;, €;), e; suatu basis di R”
dimana d;; adalah delta Kronecker bernilai 1 jika ¢ = j dan bernilai 0 jika ¢ # j
untuk setiap 4,5 =1,--- ,n.

Teorema 3.6. [2] Setiap smooth manifold M memiliki metrik Riemannian.

Bukti. Misalkan M suatu manifold smooth. Misalkan {f,} menjadi suatu partisi
smooth dari subordinate kesatuan pada M untuk menyelimuti {V,,} dengan koor-
dinat lingkungan. Ini berarti bahwa V,, adalah suatu selimut yang terbatas secara
lokal dan {f,} adalah keluarga dari fungsi smooth pada M yang memenuhi f, > 0
dan )" fo(p) = 1 untuk semua p € M, o € A. Oleh karena itu, dapat didefinisikan
suatu metrik Riemannian pada setiap V,, yaitu

gp(u,v) = Zfoc(p)gg(uvv) (3.5)
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untuk setiap p € M, u,v € T, M. Metrik Riemannian pada V,, adalah metrik yang
diinduksi oleh sistem dari koordinat lingkungan. Jelas bahwa metrik Riemannian
yang didefinisikan pada persamaan (3.5) definit positif, simetri dan bilinier. Oleh
karena itu, terbukti bahwa sebarang manifold smooth memiliki metrik Riemanniairl

Definisi 3.7. [5] Misalkan (M, g) adalah suatu manifold Riemannian.
Jika v : la,b] — M adalah suatu segmen kurva smooth maka panjang dari v
didefinisikan

b
L) = [ 10l (36)
dan jarak antara dua titik p,q € M didefinisikan sebagai
dg(p, q) := inf{Ly(7), 7 : [a,0] — M :y(a) = p,7(b) = q} (3.7)

Proposisi 3.8. [5] Misalkan (M,g) suatu manifold Riemannian dan diberikan
v : [a,b] — M sebagai suatu bagian kurva smooth. Jika 5 adalah reparameterisasi
dari v maka Lg(Y) = Lg(7).

Bukti. Misalkan v suatu bagian kurva smooth. Asumsikan 4 suatu reparameterisasi
positif dengan ¢ : [¢,d] — [a,b], ¢ (r) > 0 untuk semua r € [, d], diperoleh
~ by~ d ’ ’ d ’ ’
Ly(¥) = [, 17 Dlldt = [ 11y (e(r)e (r)lldr = [ lIv ()@ (r)dr

b ’
= Jo IV (")lldr = Ly(7).
Jadi terbukti bahwa jika 4 adalah reparameterisasi dari v maka L, (¥) = Ly(vlD

Proposisi 3.9. [3] Misalkan dy(p,q) untuk semua p,q € M didefinisikan pada
persamaan (3.8), dy disebut fungsi jarak apabila memenuhi:

(1) dg(p,q) > 0 dan dy(p,q) > 0 untuk semua p # g
(2) dy(p,q) = dg(q, p), untuk semua p,q € M
(3) dg(p7 q) +dg(‘]vr) 2 dg(p7r)! Vp»(LT 6 M

Selanjutnya dapat dikatakan sebarang manifold Riemannian (M,g) adalah ruang
metrik dinotasikan dengan (M,d,).

Bukti. Misalkan (M, g) suatu manifold Riemannian.

(1) Jelas bahwa dg4(p,q) > 0 untuk semua p,¢ € M. Misalkan (U, ) dengan
¢ : U C M — R™ adalah suatu chart pada smooth manifold M dimana
(x1,---,2") suatu koordinat lokal di R™. Misalkan (p) = 0 € R™ dan B,(0)
adalah suatu bola tutup di R” dengan B, (0) C ¢(U). Asumsikan ||z| < r untuk
suatur € Rdan (a',---,a") dengan 327", (a')? = 1, maka 7., gij(z)a’a’
mengasumsikan suatu nilai maksimum K, > 0 dan nilai minimum k, > 0. Jika
k,K suatu minimum dan maksimum pada r = a, maka

1
0<k<k < (szzl gij(:c)aiaj) : <K, <K (3.8)
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Jika (B, .-+, ") sebarang bilangan riil sedemikian sehingga (szzl(ﬂi)z)% =
b# 0, ganti o = 3'/b sehingga

1
2

0<kb<kb< (szzl gij(x)ﬁi,@j) < Kb < Kb (3.9)

Jika diasumsikan untuk p,q € R™ dengan p # ¢, maka ketaksamaan (3.11)
menjadi

b n b n
0 < Hlp@l < b lo@] < Ly < Ko [ (@ @) ar < K [ (3@ b
@ =1 i=1

(3.10)

Misalkan ¢’ € M sebarang, dengan p # ¢’ dan ¢’ ¢ ¢~ 1(B,(0)) C U.
Misalkan ~y(¢) dengan 0 < t < ¢ adalah suatu kurva smooth dengan v(0) =
p dan y(c) = ¢’, dan misalkan panjang 7(t) = L;. Pada kurva smooth v :
[a,b] — M, untuk 0 < t < b, y(t) termuat didalam lingkungan ¢~1(B,(0)).
Misalkan [|¢(q)|| = r. Jika L, adalah panjang dari v(t) untuk 0 < ¢ < b, maka
Ly, > Ly > kr > 0. Karena Ly > 0, maka infimum dari L, > 0 atau dy(p, q) > 0
untuk semua p,q € M dengan p # q.

(2) Karna pada Proposisi 3.8 disebutkan bahwa panjang suatu reparameterisasi
dari (t) sama dengan panjang -y, akibatnya d4(p, q) = d4(q,p)

(3) Misalkan 7, adalah bagian kurva smooth dari p ke ¢ dan -2 adalah bagian kurva
smooth dari q ke r. Misalkan v adalah bagian kurva smooth dari p ke r maka

dg(p,7) < Lg(7) = Lg(m) + Lg(72)-

Ambil infimum dari L,(y1) dan L,(72) sehingga diperoleh

dg(p;7) < dyg(p; ) + dy(g,7)

Karena ketiga sifat-sifat terpenuhi maka terbukti bahwa sebarang manifold Rie-
mannian adalah ruang metrik. O

4. KESIMPULAN

Suatu manifold smooth M yang dilengkapi dengan metrik Riemannian disebut ma-
nifold Riemannian (M, g). Setiap manifold smooth M memiliki metrik Riemannian.
Sebarang manifold Riemannian (M, g) adalah ruang metrik (M, dy) dengan d, suatu
fungsi jarak pada manifold Riemannian.
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