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Abstrak. Suatu pewarnaan terhadap sisi-sisi di graf G terhubung tak trivial didefinisi-
kan sebagai c : E(G) → {1, 2, · · · , k}, k ∈ N adalah pewarnaan sedemikian sehingga

setiap sisi bertetangga boleh berwarna sama. Terdapat u dan v di V (G) dan P adalah

lintasan dari u ke v. Graf P dikatakan rainbow path jika tidak terdapat dua sisi di P yang
berwarna sama. Graf G disebut rainbow connected jika untuk setiap u, v ∈ V (G) terda-

pat rainbow path antara u dan v. Dalam hal ini, pewarnaan c dikatakan rainbow coloring

di G. Jika terdapat k warna di G maka c adalah rainbow k-coloring. Nilai minimum k
sehingga terdapat rainbow k-coloring di G disebut dengan bilangan rainbow connection,

ditulis rc(G). Penelitian ini menentukan bilangan rainbow connection dari amalgamasi

graf roda, rc(Amal(Wn, t, vi0)), dimana graf Amal(Wn, t, vi0) adalah graf yang berasal
dari hasil penyatuan titik sebanyak t, yang masing-masingnya diambil dari satu titik

pusat Wn, dan vi0 menyatakan titik yang menjadi hasil amalgamasi, seperti yang telah

dibahas dalam [6].

Kata Kunci : Amalgamasi, Graf Roda, Rainbow Path, Rainbow Connected, Bilangan

Rainbow Connection

1. Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu ilmu yang dibahas dalam matematika yang mem-

pelajari himpunan titik yang dihubungkan oleh himpunan sisi. Suatu graf G terdiri

atas dua himpunan yaitu himpunan tak kosong V yang elemen-elemennya disebut

titik dan himpunan E yang elemen-elemennnya disebut sisi. Topik dalam teori graf

yang menarik dan sedang banyak dikembangkan seperti pelabelan graf (graf label-

ing) dan pewarnaan graf (graf coloring). Salah satu topik yang akan dibahas disini

adalah pewarnaan graf.

Misalkan G adalah graf terhubung tak-trivial. Definisikan pewarnaan c :

E(G) → {1, 2, · · · , k} dengan k ∈ N, dimana sisi G yang bertetangga boleh memi-

liki warna yang sama. Suatu lintasan-(u, v) di G dikatakan rainbow path jika tidak

ada dua sisi pada lintasan yang memiliki warna sama. Graf G dikatakan rainbow

connected jika setiap dua titik yang berbeda di G dihubungkan oleh rainbow path.

Misalkan terdapat suatu graf terhubung Gi, untuk i ∈ {1, 2, · · · , t}, dengan

t ∈ N. Untuk t ≥ 2, misalkan {G1, G2, · · · , Gt} adalah koleksi graf dan setiap

graf Gi mempunyai suatu titik terminal, dinotasikan v0i, untuk i ∈ {1, 2, · · · , t}.
Graf Amal(Gi, t, vi0) adalah graf yang berasal dari hasil penyatuan sebanyak t titik

terminal dari graf Gi, untuk i ∈ {1, 2, · · · , t}.
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Dalam penelitian ini akan dibahas mengenai bilangan rainbow connection dari

amalgamasi t buah graf roda, dinotasikan G ' Amal(Wn, t, vi0), untuk n ≥ 3 dan

t ≥ 2, dengan titik terminalnya adalah titik pusat dari masing-masing graf roda

Wn, seperti telah dibahas dalam [6].

2. Teori Pendukung

Pada suatu graf terhubung G terdapat hubungan diam(G), rc(G), src(G) dan

banyak sisi m, seperti dijelaskan pada proposisi berikut.

Proposisi 2.1. [3] Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial berukuran m. Jika

c : E(G)→ {1, 2, · · · , k}, k ∈ N merupakan pewarnaan rainbow coloring, maka

diam(G) ≤ rc(G) ≤ src(G) ≤ m.

Misalkan terdapat graf terhubung Gi, dengan 1 ≤ i ≤ t, t ≥ 2. Notasikan titik

vi0 sebagai suatu titik terminal di setiap graf Gi. Pandang Teorema 2.2 berikut.

Teorema 2.2. [4] Jika G adalah amalgamasi dari G1, G2, · · · , Gt, dinotasikan

Amal(Gi, vi0), maka

diam(G) ≤ rc(G) ≤
t∑

i=1

rc(Gi).

Bukti. Berdasarkan Proposisi 2.1, jelas bahwa diam(G) ≤ rc(G). Notasikan c′i
sebagai pewarnaan rainbow dari graf Gi. Definisikan pewarnaan c : E(G) →
{1, 2, · · · ,

∑t
i=1 rc(Gi)} sebagai berikut.

c(e) =

{
c′1(e), e ∈ E(G1),

c′q(e) +
∑q−1

p=1 rc(Gp), e ∈ E(Gq), q ∈ {2, 3, · · · , t}.

Pandang dua titik u,w ∈ V (G). Perhatikan dua kasus berikut.

Kasus 1. u,w ∈ V (Gj) untuk j ∈ {1, 2, · · · , t}.
Terdapat rainbow path u−w dengan pewarnaan c yang bersesuaian dengan pewar-

naan c′j .

Kasus 2. u ∈ V (Gj) dan w ∈ V (Gk) untuk setiap j dan k di {1, 2, · · · , t} dengan

j 6= k.

Terdapat rainbow path u−v pada pewarnaan c′j dan rainbow v−w pada pewarnaan

c′k, dimana v adalah titik di G yang merupakan hasil identifikasi semua titik terminal

v0i di setiap Gi. Akan diperoleh suatu rainbow path u−w dengan mengidentifikasi

titik v dari u−v path dan v−w path, karena kedua lintasan tersebut menggunakan

warna yang berbeda.

Diperoleh bahwa c adalah pewarnaan rainbow. Dengan demikian, rc(G) ≤
∑t

i=1

rc(Gi).

3. Bilangan Rainbow Connection untuk Amalgamasi Graf Roda

Teorema 3.1. [4] Misalkan n dan t adalah dua bilangan bulat positif dengan n ≥ 4

dan t ≥ 2. Misalkan G ' Amal(Wn, t, vi0) dimana untuk setiap {1, 2, · · · , t}, Gi
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adalah graf roda Wn dengan n + 1 titik. Jika vi0 untuk i ∈ {1, 2, · · · , t} adalah titik

pusat dari graf roda Wn, maka

rc(G) =

{
3, n ≥ 5 dan t ≥ 2, atau n = 4 dan t ≥ 3,

2, n = 4 dan t = 2.

Bukti. Didefinisikan:

V (G) = {v} ∪ {vi,j |1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ n},
E(G) = {vvi,j |1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ n} ∪ {vi,kvi,k+1|1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ k ≤ n− 1} ∪ {vi,1vi,n}.

Pembuktian dilakukan dalam tiga kasus.

Kasus 1. Untuk n = 4 dan t = 2.

Akan ditunjukkan bahwa rc(G) ≥ 2 dan rc(G) ≤ 2.

(i) Karena diam(G) = 2 untuk G ' Amal(W4, 2, vi0), maka 2 ≤ rc(G).

(ii) Definisikan pewarnaan c : E(G)→ {1, 2} sebagai berikut.

c(vv1,j) = c(v1,kv1,k+1) = c(v1,1v1,4) = c(v2,2v2,3) = 1,

c(vv2,j) = c(v2,kv2,k+1) = c(v2,1v2,4) = c(v1,2v1,3) = 2,

dimana j ∈ {1, 2, 3, 4} dan k ∈ {1, 2}. Akan terdapat rainbow path di antara

setiap dua titik di G. Jadi c adalah rainbow coloring sehingga rc(G) ≤ 2.

Kasus 2. Untuk n = 4 dan t ≥ 3.

Akan ditunjukkan bahwa rc(G) ≥ 3 dan rc(G) ≤ 3.

(i) Asumsikan rc(G) ≤ 2 untuk t ≥ 3. Karena diam(G) = 2, maka rc(G) ≥ 2.

Misalkan terdapat pewarnaan dengan 2 warna terhadap G. Maka akan diper-

oleh dua titik yang tidak memuat rainbow path di antaranya. Maka haruslah

rc(G) ≥ 3.

(ii) Definisikan suatu pewarnaan c : E(G)→ {1, 2, 3} sebagai berikut.

c(vvi,j) =

{
1, j ganjil,

2, j genap.

c(vi,kvi,k+1) = c(vi,1vi,n) = 3, 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Berarti ada dua titik x, y ∈ V (G) (dengan d(x, y) ≤ 2). Jika d(x, y) = 1 maka

terdapat rainbow path x − y, yaitu sisi xy. Misalkan x = vi,j dan y = vk,l
untuk suatu i dan k di {1, 2, · · · , k} dengan i 6= k dan untuk suatu j, l di

{1, 2, · · · , n− 1}.

(a) Jika j dan l berbeda, maka terdapat rainbow path x− y, yaitu x, v, y.

(b) Jika j dan l sama, maka terdapat rainbow path x− y, misalkan x, v, vk,l−1, y

untuk l ≥ 2 dan x, v, vk,l+1, y untuk l = 1.

Misalkan x = v dan y = vi,j , untuk i ∈ {1, 2, · · · , t} dan j ∈ {1, 2, · · · , n} maka

terdapat rainbow path x− y, yaitu sisi xy. Jika Misalkan x = vi,j dan y = vi,k
untuk setiap j dan k ∈ {1, 2, · · · , n} dengan j 6= p.

(a) Jika j dan k berbeda, maka terdapat rainbow path x− y, yaitu x, v, y.
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(b) Jika j dan k sama, maka terdapat rainbow path x − y, yaitu x, v, vi,k−1, y

untuk k ≥ 2 dan x, v, vi,k+1, y untuk k = 1.

Jadi, c adalah rainbow coloring, dengan rc(G) ≤ 3 untuk n = 4 dan t ≥ 3.

Kasus 3. Untuk n ≥ 5 dan t ≥ 2.

Akan ditunjukkan bahwa rc(G) ≥ 3 dan rc(G) ≤ 3.

(i) Karena diam(G) = 2, maka rc(G) ≥ 2. Misalkan c′ adalah rainbow 2-coloring

di G. Terdapat dua titik vi,j dan vp,q di G untuk setiap i dan p ∈ {1, 2, · · · , t}
dengan i 6= p, dan untuk setiap j dan q ∈ {1, 2, · · · , n}. Karena terdapat satu

path P yang panjangnya adalah 2 antara vi,j dan vp,q, maka setiap sisi di path

ini harus memiliki warna berbeda. Misalkan c′(vi,jv) = 1 dan c′(vvp,q) = 2.

Berarti c′(vvp,r) = 2 dimana r ∈ {1, 2, · · · , n} \ {q}, dan c′(vi,kv) = 1 dimana

k ∈ {1, 2, · · · , n} \ {j}.
Karena ada yang tidak mempunyai rainbow path antara dua titik yang sama di

Wn yang melalui titik v, haruslah melalui cycle Cn yang terdapat di Wn.

(a) Kondisi 1. n = 5.

Misalkan c′(vi,1vi,2) = c′(vi,1vi,5) = 1. Haruslah c′(vi,2vi,3) = c′(vi,4vi,5) =

2. Berarti untuk vi,2 dan vi,5 tidak terdapat rainbow path, ini kontradiksi

dengan pemisalan sebelumnya.

(a) Kondisi 2. n ≥ 6.

Diketahui diam ≥ 3. Berarti untuk dua titik vi,j dan vi,j+3 tidak terdapat

rainbow path dimana j ∈ {1, 2, · · · , n − 3}, ini berarti kontradiksi dengan

pemisalan sebelumnya.

Jadi, rc(G) ≥ 3 dimana n ≥ 5 dan t ≥ 2.

(ii) Pembuktian sama dengan Kasus 2(ii).

Pewarnaan untuk Amal(W4, 2, vi0) dapat dilihat pada Gambar 1 berikut.

Gambar 1. Pewarnaan G ' Amal(W4, 2, vi0)

4. Kesimpulan

Pada makalah ini telah dikaji kembali tentang bilangan rainbow connection dari

amalgamasi graf roda Wn, untuk n ≥ 3 sebagai berikut. Jika terdapat graf G '
Amal(Wn, t, vi0), dengan n ≥ 4, t ≥ 2, dan vi0 untuk i ∈ {1, 2, · · · , t} adalah titik
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pusat dari graf roda Wn, maka

rc(G) =

{
3, n ≥ 5 dan t ≥ 2, atau n = 4 dan t ≥ 3,

2, n = 4 dan t = 2.
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