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RINGKASAN

Pada penelitian ini dikaji eksistensi keputusan optimal masalah optimasi dinamis

kuadratik linier positif tidak stabil, baik secara analitik maupun secara numerik. Kajian

ini melanjutkan studi yang telah dilakukan oleh Laabissi, dkk. (2006), Beauthier dan

Winkin (2010), Muhafzan (2010, 2013) dengan asumsi ketidakstabilan pada konstrain

model dinamis. Kajian analitik untuk mendapatkan keputusan optimal bagi masalah

optimasi kuadratik linier positif tersebut menggunakan prinsip Maksimum, sedangkan

kajian numerik menggunakan metode Runge Kutta. Hasil-hasil analitik yang diperoleh

nantinya akan dibandingkan dan divalidasi dengan hasil-hasil numerik.

Kajian tentang topik ini menjadi penting dan menarik untuk dipelajari, mengingat

potensi aplikasi yang dimiliki oleh model optimasi ini. Beberapa studi melaporkan

bahwa model optimasi dinamis ini sangat baik dalam mendeskripsikan berbagai

fenomena nyata yang saat ini menjadi topik hangat, di antaranya model pertumbuhan

ekonomi, model penyebaran wabah penyakit dan model-model dalam keteknikan.

Luaran yang dicapai dalam penelitian ini adalah makalah yang sudah diseminarkan

dalam forum ilmiah internasional, yaitu International Conference on Education,

Mathematics and Science 2016 in conjunction with 4th International Postgraduate

Conference on Science and Mathematics 2016 (ICEMS2016 in conjunction

IPCSM2016) yang diselenggarakan di Universiti Pendidikan Sultan Idris, Malaysia

dengan judul makalah: “ Linear Quadratic Optimization for Positive LTI System”.

Selain itu suatu artikel ilmiah berjudul “A Study on Existence of Optimal Control for

Linear Quadratic Optimization Subject to Positive LTI System” telah disubmit ke

suatu jurnal internasional yang terindeks di Scopus, yaitu Jurnal of Applied

Mathematics, dan saat ini dalam status under review. Harapannya, artikel ini dapat

diterima untuk dipublikasikan dalam jurnal tersebut sehingga kedepan dapat

mengundang peneliti lain untuk merancang implementasi dari teori yang dikembangkan

dalam artikel tersebut.
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PRAKATA

Kami bersyukur kehadirat Allah SWT bahwa laporan akhir Penelitian Topik Unggulan Dosen

dengan Melibatkan Mahasiswa S2/S3 berjudul Kajian Eksistensi Keputusan Optimal

Masalah Optimasi Dinamis Kuadratik Linier Positif Tidak Stabil dapat kami

selesaikan sesuai dengan jadwal yang telah ditentukan. Untuk itu pada kesempatan ini kami

ucapkan banyak terima kasih khususnya kepada Lembaga Penelitian dan Pengabdian Kepada

Masyarakat Universitas Andalas yang telah memberikan dana telah memfasilitasi semua

keperluan peneliti sehingga kegiatan penelitian ini dapat dilaksanakan sesuai dengan rencana

yang telah dibuat. Selain dari pada itu, kami sampaikan juga ucapan terima kasih kepada Dekan

FMIPA Universitas Andalas dan Ketua Jurusan Matematika FMIPA Universitas Andalas yang

telah memberikan dukungan baik secara moril maupun materil sehingga pelaksanaan penelitian

berjalan lancar tanpa kendala apapun.

Laporan ini merupakan laporan akhir dari satu tahun jangka waktu penelitian yang kami

ajukan untuk tahun anggaran 2016. Sebagai manusia yang memiliki banyak kekurangan

tentu laporan penelitian ini masih banyak yang harus disempurnakan. Oleh karena itu

kami harapkan saran dan kritik dari pembaca untuk memberikan masukan demi

kesempurnaan laporan ini.

Demikian prakata laporan akhir kemajuan penelitian ini kami sampaikan, atas perhatian,

kritik dan saran, sebelumnya kami ucapkan terima kasih.

Padang, 14 November 2016

Peneliti
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Masalah optimasi dinamis merupakan suatu model optimasi dimana pengambilan

keputusan sangat bergantung secara kontinu kepada variabel waktu. Model optimasi

dinamis ini sering muncul dalam berbagai aplikasi penting dan bermanfaat, beberapa

diantaranya dapat dijumpai pada model pertumbuhan ekonomi berkelanjutan (Herbert

and Richard, 2007), model ekonomi multi sektor (Jin, 2011), model penyebaran

beberapa penyakit menular seperti yang dilaporkan oleh Singo, dkk.(2006) dan

Athithan, dkk.(2015).

Masalah optimasi dinamis kuadratik linier merupakan merupakan suatu varian dari

masalah optimasi dinamis dimana index performance berbentuk integral dari suatu

fungsi kuadratik dan konstrainnya berbentuk sistem dinamis linier. Dewasa ini, aplikasi

dari model optimasi dinamis kuadratik linier juga telah meluas ke berbagai bidang,

terutama dalam bidang ekonomi (Engwerda dan Salmah, 2009), keteknikan (Ahn dan

Mitchell, 2001; Bartek dan Edward, 2010), biologi (Allegrettoa, dkk. 2011) dan

lainnya.

Mengingat aplikasi yang menjanjikan tersebut, masalah optimasi dinamis kuadratik

linier menjadi salah satu topik terpopuler yang masih hangat dikaji oleh para peneliti

sampai sekarang, baik dalam kerangka teoritis maupun aplikatif. Dalam

perkembangannya, objek kajian terhadap model yang awalnya bersifat konservatif ini,

kemudian diperluas ke kasus-kasus yang lebih realistik, di antaranya adalah dengan

memperkenalkan berbagai varian dan penambahan konstrain-konstrain baru. Dalam

penelitian ini konstrain dari masalah optimasi dinamis tersebut diasumsikan positif dan

tidak stabil

Masalah optimasi dinamis kuadratik linier positif ini menjadi menarik untuk dikaji

karena ia memiliki karakter khusus pada performance index dan konstrainnya.

Kefleksibilitas dari performance indeks dan konstrainnya yang berupa sistem persamaan

diferensial linier orde satu tersebut menjadikannya sebagai abstraksi model matematika
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dari berbagai persoalan nyata. Fenomena ini sangat penting dalam pengembangan ilmu

ekonomi, keteknikan dan bidang lainnya, khususnya untuk pengambilan keputusan.

1.2 Masalah yang Akan Diteliti

Eksistensi keputusan optimal dari masalah optimasi dinamis kuadratik linier positif

merupakan objek masalah yang akan dikaji dalam penelitian ini. Dalam hal ini,

permasalahan dibatasi pada konstrain sistem dinamis yang positif dan tidak stabil.

Penelitian ini merupakan pengembangan dari hasil-hasil penelitian terdahulu yang

sudah dilakukan oleh Laabissi, dkk. (2006), Beauthier dan Winkin (2010), Muhafzan

(2010) dan Muhafzan, dkk. (2013). Ruang lingkup kajian meliputi pendekatan analitik

dan numerik dari eksistensi keputusan optimal.

1.3 Temuan yang Ditargetkan

Temuan yang ditargetkan pada penelitian ini adalah berupa teori-teori dasar yang

menjelaskan eksistensi keputusan optimal dari masalah optimasi dinamis kuadratik

linier positif dengan asumsi bahwa konstrain sistem dinamis (1) adalah tidak stabil.

Hasil ini nantinya merupakan generalisasi dari hasil yang diperoleh oleh Laabissi, dkk.

(2006) dan Beauthier dan Winkin (2010). Hasil-hasil tersebut diharapkan dapat

diseminasikan dalam forum ilmiah nasional dan internasioanl serta dipublikasikan pada

jurnal internasional bereputasi.
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BAB 2

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Model Optimasi Kuadratik Linier

Diberikan model dinamis berikut:

(ݐ)̇߶ = (ݐ)߶ܣ (ݐ)߱ܤ+ + ,(ݐ)ߞܦ ߶(0) = ߶
0
, ≤ݐ 0

(ݐ)߰ = (ݐ)߶ܥ + (ݐ)ߞܧ

dimana ܣ ∈ ℝ×, ܤ ∈ ℝ× , ܦ ∈ ℝ×, ܥ ∈ ℝ×,ܧ ∈ ℝ×, ߶ ∈ ℝ adalah

variable keadaan, ߱ ∈ ℝ adalah variabel keputusan (input), ∋ߞ ℝ adalah variabel

gangguan, ߰ ∈ ℝ adalah variabel output dan t menyatakan waktu. Dalam hal ini

simbol ℝ× menyatakan himpunan matriks-matriks riil berukuran ݉ × ,݊ dan ℝ

menyatakan himpunan vektor-vektor riil yang terdiri atas n komponen.

Dalam Naidu (2003) dinyatakan bahwa masalah optimasi dinamis kuadratik linier

merupakan masalah penentuan keputusan optimal ߱ yang memenuhi sistem dinamis (1)

dan meminimumkan performance index kuadratik berikut:

(ݑ)ܬ == න (ݐ)߰(ݐ)்߰) + (ݐ)ܴ߱(ݐ)்߱

ஶ



,ݐ݀( (2)

dimana ܴ adalah matriks simetris definit positif. Dengan pengertian ini dapat dilihat

bahwa dengan batasan-batasan tertentu terdapat tak berhingga banyaknya keputusan ߱

yang dapat memenuhi sistem dinamis (1) dan setiap keputusan tersebut akan

memberikan suatu nilai terhadap performance index (2). Dari model (1) dan

performance index (2) juga diperoleh bahwa bila variabel keputusan ߱ divariasikan

seiring dengan perubahan waktu, maka akan mengakibatkan perubahan terhadap

keadaan ߶ dan output ߰ dan tidak ada batasan apakah nilai fungsi ߶ dan ߰ tersebut

positif atau negatif.

Baru-baru ini, Benvenuti dan Farina (2002) mendefinisikan kepositifan dari sistem (1)

dan mendapatkan hasil-hasil baru. Sistem (1) dikatakan positif jika untuk semua syarat

awal ߶ ∈ ℝା
 , untuk semua gangguan ∋ߞ ℝା

 dan untuk semua keputusan ߱ ∈ ℝା


mengakibatkan ߶ ∈ ℝା
 dan ߰ ∈ ℝା


untuk semua ≤ݐ 0. Dengan hasil-hasil tentang

kepositifan ini, Laabissi, dkk. (2006) memperluas masalah optimasi dinamis kuadratik

3
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linier dengan batasan kepositifan pada konstrain dinamis (1). Masalah ini kemudian

disebut sebagai masalah optimasi dinamis kuadratik linier positif.

2.2 Review dan Perkembangan Studi Sebelumnya

Eksistensi dari keputusan optimal dari masalah optimasi dinamis kuadratik linier

merupakan suatu kajian yang telah lama dilakukan. Penjelesan-penjelasan mengenai hal

ini dapat dijumpai dalam Naidu (2003). Namun demikian kajian mengenai masalah

optimasi dinamis kuadratik linier positif masih relatif baru dan masih hangat dikaji oleh

para peneliti sampai sekarang, baik dalam kerangka teoritis maupun aplikatif. Kajian ini

dimulai dengan dikembangkannya sistem dinamis positif oleh Benvenuti dan Farina

(2002) yang mendapatkan kriteria tentang kepositifan dari sistem dinamis (1).

Kriterianya adalah, sistem dinamis (1) adalah positif jika dan hanya jika matriks ܣ

adalah Metzler dan matriks ܦ,ܥ,ܤ dan ܧ adalah non negatif.

Dengan dikembangkannya masalah optimasi dinamis kuadratik linier positif oleh

Laabissi pada tahun 2006, penelitian tentang topik ini mulai berkembang. Namun

demikian perkembangannya agak lambat karena kesulitan dalam mengkonsruksi

keputusan optimal yang disebabkan oleh adanya konstrain kepositifan pada sistem

dinamis (1) tersebut. Tahun 2010, Beauthier dan Winkin mendapatkan keputusan

optimal masalah optimasi dinamis kuadratik linier positif untuk jangka waktu berhingga

dengan bantuan prinsip maksimum dan asumsi bahwa sistem (1) adalah stabil. Aplikasi

terbaru dari masalah optimasi ini dikemukakan oleh Roszak dan Davison (2014) yang

mendapatkan keputusan optimal untuk kasus penjejakan sinyal dan penolakan sinyal

gangguan. Namun demikian hasil ini juga berdasarkan pada asumsi bahwa konstrain

dinamisnya adalah stabil.
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BAB 3

TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

3.1 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Mengkaji syarat perlu dan syarat cukup yang menjamin eksistensi keputusan

optimal dari masalah optimasi dinamis kuadratik linier positif tak stabil.

2. Mengembangkan pendekatan analitik dan pendekatan numerik terhadap perilaku

keputusan optimal dari masalah optimasi dinamis kuadratik linier positif tak stabil

tersebut.

3.2 Manfaat Penelitian

Penelitian ini bermanfaat dalam memberikan penjelasan teoritis tentang eksistensi

keputusan optimal dari masalah optimasi dinamis kuadratik linier positif tak stabil.

Disamping itu, penelitian ini juga penting dalam tinjauan aplikatif mengingat potensi

realisasinya sebagai alat bantu pengambilan keputusan dalam berbagai bidang, salah

satunya bidang pertumbuhan ekonomi. Lebih lanjut, keterlibatan mahasiswa S2 dalam

penelitian ini tentunya akan berdampak pada peningkatan mutu dan kemutakhiran

penelitian di institusi program studi.
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BAB 4

METODE PENELITIAN

Sebagai langkah awal penelitian, akan dikonstruksi syarat perlu dan cukup agar

konstrain sistem dinamis positif (1) dapat distabilkan. Selanjutnya, melakukan

pendefinisian Hamiltonian dari masalah optimasi kuadratik linier positif yang

dilanjutkan dengan penggunakan prinsip Maksimum . Dengan menggunakan prinsip

Maksimum ini dilakukan kajian analitik untuk mendapatkan keputusan optimal bagi

masalah optimasi kuadratik linier positif. Dalam analisis ini diperlukan bantuan

software MAPLE. Aplikasi tersebut diperlukan karena rumitnya persamaan yang akan

diselesaikan nantinya. Langkah selanjutnya adalah mengkaji ketunggalan dari

keputusan optimal tersebut. Kajian ini diperlukan agar keputusan optimal hanyalah

berupa keputusan tunggal.

Langkah selanjutnya adalah melakukan perhitungan numerik dengan menggunakan

metode Runge Kutta. Hasil-hasil numerik nantinya akan dijadikan sebagai pembanding

dalam memeriksa kesahihan keputusan optimal. Untuk perhitungan numerik dilakukan

dengan menggunakan aplikasi MATLAB yang memiliki beberapa keunggulan dalam

hal visualisasi dan animasi hasil. Tentunya komputer yang memiliki performa yang baik

dalam mensupport aplikasi Mapple dan MATLAB tersebut sangat dibutuhkan.

Terakhir, seluruh hasil yang diperoleh pada tahap-tahap sebelumnya disimpulkan secara

global. Hal ini termasuk penelaahan dan perbandingan hasil dengan kasus-kasus lain

yang sudah dikaji oleh peneliti-peneliti sebelumnya.

Secara keseluruhan, alur penelitian yang diusulkan dalam proposal ini dideskripsikan

pada Gambar 4.1.
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Gambar 4.1. Diagram alir penelitian

Prinsip Maksimum

Analitik

(MAPLE)
vs

Numerik

(MATLAB)
Validasi HASIL

Eksistensi dan Ketunggalan

Solusi numerik

Metoda Runge KuttaTebakan awal

Kestabilan
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BAB V

HASIL YANG DICAPAI

Given the following linear time invariant (LTI) system

_x = Ax+Bu+E!; x (0) = x0

y = Cx+ F!;
(1)

where x 2 Rn is the state vector, y 2 Rr is the output vector, u 2 Rm is the input

vector, ! 2 Rq is disturbance vector, A 2 Rn�n; B 2 Rn�m; C 2 Rr�n; E 2

Rn�q and F 2 Rr�q. The system (1) is called positive if for each nonnegative initial

state, nonnegative input and nonnegative disturbance imply the state and output

are nonnegative for every nonnegative time, i.e. x 2 Rn+ and y 2 Rr+ for every

t 2 R+: It is well known that system (1) is positive if and only if A is a Metzler

matrix, B 2 Rn�m+ ; C 2 Rr�n+ ; E 2 Rn�q+ and F 2 Rr�q+ (Benvenuti and Farina,

2002). The characterization of positive systems attracts interest because this kind of

system appears in the modelling of many processes in various �eld, e.g. in biology,

chemistry and economics (Jacquez and Simon, 1993; Leenheer and Aeyels, 2001). In

these models state variables represent population, measure, mass, etc., and therefore,

they are nonnegative. Many aspects of positive linear systems have been considered

by di¤erent authors. A complete introduction to positive linear systems can be

found in Farina and Rinaldi (Benvenuti and Farina, 2002). Stability of the positive

linear system has been studied in Leenheer and Aeyels (2001). It turns out that

system (1) is asymptotic stable if and only if A is Hurwitz, namely, Re(�) < 0 for

all � 2 � (A) :

Recently, Wu, et al. (2014) discussed the linear quadratic optimization subject

to LTI system with disturbance without positiveness constraint of the system (1).

The problem is to determine a control u 2 Rm that satisfy (1) and to minimize the

8



following quadratic performance index:

min
u
= (u) ;

where

= (u) =
Z 1

0

(2x>Sx+ u>u)dt;

 > 0 is a parameter and S 2 Rn�n is a symmetric positive semide�nite. Moreover,

Roszak and Davidson (2014) and Beauthier and Winkin (2010) also discussed other

aspect of the linear quadratic optimization subject to the system (1) but considering

positiveness constraint.

In practice, output does not always behave as desired. This occurs because of

there are some disruption in the system. Therefore, the objective function can be

modi�ed into other form. In this short note, we extend the results from Roszak and

Davidson (2014) by eliminating the assumption asymptotic stability of the system

(1).

For the system (1) where the state x is unmeasurable and the initial condition

x (0) 2 Rn+: Assume that the system (1) is positive, rank(A) = n; r = m; i.e., the

number of inputs is equal to the number of outputs, and ydes 2 Rr+ is a constant

desired output. Find an optimal LTI controler u (t) = Kx (t) 2 Rm for some

K 2 Rm�n that minimize the following objective function:

= (u) =
Z 1

0

�
2�>Q�+ _u> _u

�
dt; (2)

where  > 0; Q 2 Rr�r is a symmetric positive de�nite, and the closed loop system

_x = (A+BK)x+E!

y = Cx+ F!
(3)

is

1. asymptotic stable;
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2. the state x (t) 2 Rn+ and the output vector y (t) 2 Rr+ for each t � 0;

3. error � (t) = (y (t)� ydes) ! 0 as t!1:

Note that in this case we do not need assume that the system (1) is asymptotic

stable; compare to the assumption in Roszak and Davidson (2014).

In the following we present the process to construct the optimal control uopt (t) :

Assume that rank(�CA�1B) = r and de�neK0 = (�CA�1B)�1 andK1 = �K0(F�

CA�1E). It is easy to show that for any desire output ydes and disturbance !; the

steady state control us satis�es

us = K0ydes +K1!;

if the optimal control uopt exist Roszak and Davidson (2014).

De�ne a new variable ' such that _' =�; the system (1) can be written as

follows:0@ _x

�

1A =

0@ A O

C O

1A0@ x

'

1A+
0@ B

O

1Au+
0@ E

F

1A!�
0@ O

Ir

1Aydes (4)

Since the disturbance ! and the desire output ydes are constant, (1) can be written

as 0@ �x

_�

1A =

0@ A O

C O

1A0@ _x

�

1A+
0@ B

O

1A _u: (5)

De�ne Q = K>K0: Likewise the problem under consideration becomes to �nd the

control u that satisfy (5) and to minimize the objective function (2) and simultane-

ously to satisfy the condition 1 - 3. In another form this optimization problem can

be written as follows:

min
�

= (�) =
Z 1

0

�
�> �Q�+ �>�

�
dt

s.t. _� = �A�+ �B�;

(6)
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where

� = _u; � =

0@ _x

�

1A ; �A =
0@ A O

C O

1A ; �B =
0@ B

O

1A and �Q =

0@ O O

O 2Q

1A : (7)
Base on the LQR theory (Williams and Laurence, 2007), if the pair ( �A; �B) is sta-

bilizable and the pair ( �Q; �A) is detectable then the optimal control for the problem

(6) is

�opt = �(P �B)>�opt; (8)

where P is a simmetric positive de�nite matrix that constitute a solution of the

following algebraic Riccati equation:

�A>P + P �A+ �Q� (P �B)(P �B)> = O; (9)

and �opt is the corresponding optimal state that satisfy the following di¤erential

equation:

_� = ( �A� �B>P )�;

where �opt! 0 as t!1: This implies �! 0 and xopt! 0 that proving the condi-

tion 1 and 3.

On applying (7) we have

_uopt =
�
K1 K2

�0@ _xopt

�

1A ; (10)

where
�
K1 K2

�
= �(P �B)>; K1 2 Rm�n and K2 2 Rm�rsuch that

uopt =
�
K1 K2

�0@ xopt

0

1A :
So, we can choose K = K1: Furthermore, using Corollary 3.7 in Beauthier and

Winkin (2010) if the matrix A+BK1 is Metzler then the closed loop (1) is positive

that proving the condition 2.
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Sebagai luaran dari hasil penelitian ini telah terjalin suatu kolaborasi penelitian

antara peneliti dengan Assoct. Prof. Dr. Leong Wah June dari Institute for Math-

ematical Research Universiti Putra Malaysia. Suatu research visit ke Institute for

Mathematical Research Universiti Putra Malaysia telah dilakukan pada 1-5 Novem-

ber 2016.

Luaran lainnya berupa suatu artikel yang disubmit ke jurnal internasional berep-

utasi
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BAB 6

KESIMPULAN DAN SARAN

Penelitian berjudul Kajian Eksistensi Keputusan Optimal Masalah Optimasi Dinamis

Kuadratik Linier Positif Tidak Stabil yang didanai oleh Lembaga Penelitian dan

Pengabdian Masyarakat Universitas Andalas Tahun Anggaran 2016 dengan Surat

Perjanjian Pelaksanaan Hibah Penelitian Nomor: 666/XIII/A/Unand/2016 Tanggal

17 Februari 2016 telah selesai dilaksanakan.

Sebagai hasil saintifik telah dihasilkan sebuah artikel yang telah diseminarkan dalam

forum seminar ilmiah internasional, yaitu International Conference on Education,

Mathematics and Science 2016 in conjunction with 4th International Postgraduate

Conference on Science and Mathematics 2016 (ICEMS2016 in conjunction

IPCSM2016) yang diselenggarakan di Universiti Pendidikan Sultan Idris, Malaysia

dengan judul makalah: “ Linear Quadratic Optimization for Positive LTI System”.

Selain itu suatu artikel ilmiah berjudul “A Study on Existence of Optimal Control for

Linear Quadratic Optimization Subject to Positive LTI System” telah disubmit ke

suatu jurnal internasional yang terindeks di Scopus, yaitu Jurnal of Applied

Mathematics, dan saat ini dalam status under review.

Sebagai capaian tambahan telah dilakukan suatu rintisan untuk kerjasama penelitian
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ABSTRACT

Nowaday the linear quadratic optimization subject to positive linear time invariant (LTI) system constitute an
interesting study considering it can become a mathematical model of variety of real problem whose variables
have to nonnegative and trajectories generated by these variables must be nonnegative. In this paper we propose
a method to generate an optimal control of linear quadratic optimization subject to positive linear time invariant
(LTI) system. A su¢ cient condition that guarantee the existence of such optimal control is discussed.

Keywords: Linear Quadratic Optimization, LTI system, Metzler matrix.

1. INTRODUCTION

Given the following linear time invariant (LTI) system

_x = Ax+Bu+E!; x (0) = x0
y = Cx+ F!;

(1)

where x 2 Rn is the state vector, y 2 Rr is the output vector, u 2 Rm is the input vector, ! 2 Rq is disturbance
vector, A 2 Rn�n; B 2 Rn�m; C 2 Rr�n; E 2 Rn�q and F 2 Rr�q. The system (1) is called positive if for
each nonnegative initial state, nonnegative input and nonnegative disturbance imply the state and output are
nonnegative for every nonnegative time, i.e. x 2 Rn+ and y 2 Rr+ for every t 2 R+: It is well known that system
(1) is positive if and only if A is a Metzler matrix, B 2 Rn�m+ ; C 2 Rr�n+ ; E 2 Rn�q+ and F 2 Rr�q+ .1 The
characterization of positive systems attracts interest because this kind of system appears in the modelling of
many processes in various �eld, e.g. in biology, chemistry and economics.4, 6 In these models state variables
represent population, measure, mass, etc., and therefore, they are nonnegative. Many aspects of positive linear
systems have been considered by di¤erent authors. A complete introduction to positive linear systems can be
found in Farina and Rinaldi.3 Stability of the positive linear system has been studied in Leenheer and Aeyels.5

It turns out that system (1) is asymptotic stable if and only if A is Hurwitz, namely, Re(�) < 0 for all � 2 � (A) :
Recently, Wu, et al.9 discussed the linear quadratic optimization subject to LTI system with disturbance

without positiveness constraint of the system (1). The problem is to determine a control u 2 Rm that satisfy
(1) and to minimize the following quadratic performance index:

min
u
= (u) ;

where

= (u) =
Z 1

0

(2x>Sx+ u>u)dt;



 > 0 is a parameter and S 2 Rn�n is a symmetric positive semide�nite. Moreover, Roszak and Davidson,7
Beauthier and Winkin2 also discussed other aspect of the linear quadratic optimization subject to the system
(1) but considering positiveness constraint.

In practice, output does not always behave as desired. This occurs because of there are some disruption in
the system. Therefore, the objective function can be modi�ed into other form. In this short note, we extend the
results from Roszak and Davidson7 by eliminating the assumption asymptotic stability of the system (1).

2. PROBLEM FORMULATION

Given the system (1) where the state x is unmeasurable and the initial condition x (0) 2 Rn+: Assume that the
system (1) is positive, rank(A) = n; r = m; i.e., the number of inputs is equal to the number of outputs, and
ydes 2 Rr+ is a constant desired output. Find an optimal LTI controler u (t) = Kx (t) 2 Rm for some K 2 Rm�n
that minimize the following objective function:

= (u) =
Z 1

0

�
2�>Q�+ _u> _u

�
dt; (2)

where  > 0; Q 2 Rr�r is a symmetric positive de�nite, and the closed loop system

_x = (A+BK)x+E!
y = Cx+ F!

(3)

is

1. asymptotic stable;

2. the state x (t) 2 Rn+ and the output vector y (t) 2 Rr+ for each t � 0;

3. error � (t) = (y (t)� ydes) ! 0 as t!1:

Note that in this case we do not need assume that the system (1) is asymptotic stable; compare to the
assumption in Roszak and Davidson.7

3. MAIN RESULT

In the following we present the process to construct the optimal control uopt (t) : Assume that rank(�CA�1B) = r
and de�ne K0 = (�CA�1B)�1 and K1 = �K0(F �CA�1E). It is easy to show that for any desire output ydes
and disturbance !; the steady state control us satis�es

us = K0ydes +K1!;

if the optimal control uopt exist.7

De�ne a new variable ' such that _' =�; the system (1) can be written as follows:�
_x
�

�
=

�
A O
C O

��
x
'

�
+

�
B
O

�
u+

�
E
F

�
!�

�
O
Ir

�
ydes (4)

Since the disturbance ! and the desire output ydes are constant, (1) can be written as�
�x
_�

�
=

�
A O
C O

��
_x
�

�
+

�
B
O

�
_u: (5)



De�ne Q = K>K0: Likewise the problem under consideration becomes to �nd the control u that satisfy (5) and
to minimize the objective function (2) and simultaneously to satisfy the condition 1 - 3. In another form this
optimization problem can be written as follows:

min
�

= (�) =
Z 1

0

�
�> �Q�+ �>�

�
dt

s.t. _� = �A�+ �B�;

(6)

where

� = _u; � =

�
_x
�

�
; �A =

�
A O
C O

�
; �B =

�
B
O

�
and �Q =

�
O O
O 2Q

�
: (7)

Base on the LQR theory,8 if the pair ( �A; �B) is stabilizable and the pair ( �Q; �A) is detectable then the optimal
control for the problem (6) is

�opt = �(P �B)>�opt ; (8)

where P is a simmetric positive de�nite matrix that constitute a solution of the following algebraic Riccati
equation:

�A>P + P �A+ �Q� (P �B)(P �B)> = O; (9)

and �opt is the corresponding optimal state that satisfy the following di¤erential equation:

_� = ( �A� �B>P )�;

where �opt! 0 as t!1: This implies �! 0 and xopt! 0 that proving the condition 1 and 3.

On applying (7) we have

_uopt =
�
K1 K2

�� _xopt
�

�
; (10)

where
�
K1 K2

�
= �(P �B)>; K1 2 Rm�n and K2 2 Rm�rsuch that

uopt =
�
K1 K2

�� xopt
0

�
:

So, we can choose K = K1: Furthermore, using Corollary 3.7 in Beauthier and Winkin,2 if the matrix A+BK1

is Metzler then the closed loop (1) is positive that proving the condition 2.

4. CONCLUSION

We have already show that desire optimal control for the problem under consideration is given by

uopt = K1xopt :

This control makes the closed loop (3) is asymptotic stable, positive and the error � (t) = (y (t) � ydes) ! 0
as t!1 . Some open problems of this note are:

1. under what condition the pair ( �A; �B) is stabilizable and the pair ( �Q; �A) is detectable

2. under what condition the matrix (A+BK1) is Metzler matrix.
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